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Seit mehr als 30 Jahren ist in Deutschland und Frankreich 
kein Buch über Variationsrechnung erschienen; von den in 
anderen Theilen der wissenschaftlichen Welt veröffentlichten 
Darstellungen dürfte keine geeignet sein, das verdienstvolle und 
noch heute lehrreiche Werk von Moigno und Lindelöf zu 
ersetzen oder zu übertreffen. Es dürfte daher zeitgemäss sein, 
eine Darstellung der Variationsrechnung zu versuchen, bei welcher 
die in den letzten 30 Jahren gewonnenen neuen Einsichten 
benutzt, und die Beweise mit derjenigen Strenge geführt werden, 
welche hauptsächlich unter dem Einfluss von Weierstrass in 
immer weiteren Kreisen der Mathematiker als nothwendig an- 
gesehen wird. 

Veranlasst wurde ich zu eingehender Beschäftigung mit der 
Variationsrechnung hauptsächlich dadurch, dass ich durch die 
an der Universität Dorpat hergebrachte Vertheilung der Vor- 
lesungen ziemlich oft in die Lage kam, über Variationsrechnung 
zu lesen und die für den Studenten sehr anregenden Aufgaben, 
welche dieser Disciplin zugänglich sind, in praktischen Uebungen 
zu verwerthen. Nachdem ich auf diese Weise mit den päda- 
gogischen und sachlichen Schwierigkeiten des Gegenstandes ver- 
traut geworden war, übernahm ich gern die Aufgabe, für die 
Eneyklopädie der Mathematischen Wissenschaften ein Referat 
über die Entwickelung der Variationsrechnung auszuarbeiten, 
wodurch ich zu eingehendem Studium ihrer interessanten Geschichte 
und Literatur veranlasst wurde. Endlich erwuchs aus einem 
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zunächst‘ nach anderer Richtung gehenden Vorschlage der Firma 
Friedr. Vieweg u. Sohn der Plan des Werkes, welches ich 
hiermit der mathematischen Welt vorlege. 

Eine besondere Bemerkung erfordert die Stellung meiner 
Arbeit zu den Untersuchungen von Weierstrass, der, wie in 
anderen Gebieten, so auch in der Variationsrechnung nicht bloss 
als Kritiker gewirkt, sondern in positiver, schöpferischer Thätig- 
keit neue Bahnen gebrochen hat. Bekanntlich liegen seine For- 
schungen nicht in einer systematischen Darstellung vor; als 
ergiebigste Quellen dienten mir die Dissertation von Zermelo 
(Berlin 1894) und eine Abhandlung von Kobb (Acta mathe- 
matica, Bd. 16 und 17). Diese Arbeiten sind zwar in erster 
Linie den eigenen Untersuchungen der ‚Verfasser gewidmet, 
enthalten aber auch in modificirter und verallgemeinerter 
Form alle wesentlichen, auf unseren Gegenstand bezüglichen 
Ideen von Weierstrass. Den weit verbreiteten, im mathe- 
matischen Verein der Universität Berlin hergestellten Aus- 
arbeitungen von Vorlesungen habe ich grundsätzlich nichts ent- 
nommen, was nicht schon durch den Druck allgemein zugänglich 
gemacht wäre. Diese Beschränkung brachte indessen keine 
wesentlichen Nachtheile mit sich; bei der reichen Ausbeute, 
welche die genannten Abhandlungen sowie einige weitere Disser- 
tationen gewähren, konnten die Ideen von Weierstrass in aus- 
giebigster Weise benutzt werden. Dabei konnte ich allerdings 
in keiner Weise anstreben, die ursprüngliche Darstellungsweise 
des grossen Forschers festzuhalten, da dies wegen des Zusammen- 
hanges mit den von ihm nicht behandelten Theilen der Varia- 
tionsrechnung nicht angebracht erschien. 

Bei der Auswahl des Stoffes glaubte ich auf den Beifall der 
Leser rechnen zu dürfen, wenn ich leere Allgemeinheiten ver- 
mied und in jedem Abschnitt eine Anzahl specieller Aufgaben 
genau durchrechnete, welche, vielleicht mit Ausnahme des durch 
seine Geschichte ehrwürdigen Problems der Brachistochrone, eine 
selbständige geometrische oder mechanische Bedeutung haben, 
und nicht bloss erfunden sind, um die Fruchtbarkeit der Methode 
zu zeigen. Auf eingehende historische Angaben und die Erörte- 
rung von Prioritätsfragen glaubte ich verzichten zu dürfen, da 
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die referirenden Werke von Todhunter (History of the cal- 
culus of variations, 1861) und Pascal (Variationsrechnung, 1899), 
sowie der erwähnte Abschnitt der Encyklopädie, welcher dem- 
nächst erscheinen wird, es leicht machen, sich über die Herkunft 
der wichtigsten Sätze zu unterrichten. In das Literaturverzeichniss 
habe ich daher nur diejenigen Arbeiten aufgenommen, die mir 
am besten geeignet schienen, den Leser über den Rahmen meiner 
Darstellung hinaus sachlich zu informiren. 

Gern erwähne ich, dass ich mich bei der Vollendung dieses 
Werkes der Mitarbeit zweier ehemaligen Zuhörer zu erfreuen 
hatte. Herr Heinrich Karstens hat mich in aufopfernder 
und verständnissvoller Weise bei der Correctur sämmtlicher Druck- 
bogen unterstützt; mit Herrn Erhard Schmidt habe ich einen 
Theil des Manuscripts bei der letzten Redaction durchgearbeitet. 
Beide Herren haben mir durch formale und sachliche Abänderungs- 
vorschläge werthvolle Dienste geleistet, und ich spreche ihnen 
dafür meinen herzlichen Dank aus. 


December 1899. 
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Erster Abschnitt. 


Begriff und Grundregeln der Variationsrechnung. 


81. 

In der Differentialrechnung sieht man die abhängigen Va- 
riablen als bestimmt an, sobald die Werthe gewisser Argumente 
gegeben sind; Differential ist der Zuwachs, den die Function bei 
kleinen Abänderungen der Argumente erfährt, Die Variations- 
rechnung dagegen behandelt Grössen, welche von veränderlichen 
functionalen Verhältnissen abhängen; der Zuwachs, den eine 
kleine Abänderung dieser Verhältnisse hervorruft, heisst Variation, 
und wird durch u bezeichnet, wenn u die betrachtete Grösse 
selbst ist. 

Ist z. B. y = ọ (x) die Gleichung einer gegebenen Curve, 
so ist die Grösse 

dy = ọ (x + da) — ọ (2), 
wenn dæ klein ist, das Differential von y. Sieht man dagegen 
die Curve als veränderlich an und ersetzt sie durch die von ihr 
nur wenig verschiedene 
n = o (2) + 4 (2), 
so ist die bei festgehaltenem x gebildete Differenz 
n — y = òy = y (2) 
die Variation von y, welche durch die eingetretene Abänderung 
des Abhängigkeitsverhältnisses der beiden Variablen verursacht 
wird. Bildet man ferner 


d = f (2) da, 


Kneser, Variationsrechnung. 1 
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so ist diese Grösse bei der ersten Auffassung von ø (x) allein 
von a und b abhängig und ihr Differential ist 

dJ = f (b)db — f(a)da. 
Sieht man dagegen das durch bezeichnete functionale Verhältniss 
als veränderlich an, so hängt J von der Gestaltung desselben in 
dem ganzen Intervall von a bis b ab; erhält die Function ọ (x) 
den kleinen Zuwachs %4 (x), so vermehrt sich J um die Variation 


a) = [poas Sisyan 


Für die Bezeichnung werde Folgendes festgesetzt. Punkte 
und Werthsysteme von verfügbaren Variablen mögen durch die 
Ziffern 0, 1, ... bezeichnet werden; sind z, t, ... irgend welche 
abhängige oder unabhängige Variable, so seien ihre Werthe in 
Punkten 0, 1, ... immer Zo Zi, ... tu ti -.. Wir benutzen sodann 
ein Substitutionszeichen, indem wir setzen 


0 1 
ou =T], 


Ti — y = L 


0? 


und wenn ® eine Function von & Dije 


— = P(g) K 


dabei beziehe sich das Satiah er alle vorher- 
gehenden Glieder bis zum nächst vorhergehenden Substitutions- 
oder Gleichheitszeichen, oder, wenn kein solches Zeichen vorher- 
geht, auf den ganzen Ausdruck, an dessen Ende es steht, so 


dass z. B. 

D(t) + Fl) |° = D (to) + P (to), 

O (t) |t + DP + PA | = O (t) + PU + Pi) 
zu setzen ist. 
Wir bezeichnen ferner, wenn k eine nicht ran B ganze 
Zahl ist, durch 
[u, V, N 

eine Potenzreihe der eingeklammerten Argumente, welche nur 
Glieder von mindestens kte Dimension enthält und für alle 
Argumentwerthe convergirt, deren absoluter Betrag eine gewisse 
positive Grösse nicht übersteigt. Ist eine Function der Grössen 
u, v,... in der Form 

f(u, v, e.) = [u a, v bi] 
darstellbar, d. h. in die Taylor’sche Reihe entwickelbar, so 
nennen wir sie, wie üblich, regulär an der Stelle (a, b, ...); eine 
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Cuve nennen wir regulär in der Umgebung einer Stelle, wenn 
sie eine der Coordinaten als reguläre Function der anderen 
deinirt. 

Für die partiellen Differentialquotienten werden wir häufig 
die abgekürzte Bezeichnung 


ò f(u, v, SD. a 


ou 


geprauchen, bei welcher hinter dem Zeichen f, die speciellen Argu- 
matwerthe angegeben werden können, z. B. 


A) es) 
82. 


Es seien z, y die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes 
der Ebene, Y ein Bogen, dessen Endpunkte 0 und 1 sind; längs 
desselben seien x und: y stetige, mit stetigen ersten Ableitungen 
ve:sehene Functionen einer Variablen ¢ Die Ableitungen -nach 
disser mögen stets durch Accente bezeichnet werden; die Grössen 


x' und y’ mögen auf dem Bogen® niemals zugleich verschwinden. J 


Da Endpunkten entsprechen bei der festgesetzten Bezeichnungs- 
wase die Argumente to t; man kann, indem man nöthigenfalls 
t lurch —t ersetzt, annehmen, es sei 
A = to 

so dass die Variable t längs des Bogens ® in der Richtung von 
O nach 1 hin beständig wächst. 

In dem Intervall von t, bis t, seien ferner dx, dy stetige, 
mt stetigen ersten Ableitungen versehene Functionen von t; 
durchläuft letztere Grösse jenes Intervall, so beschreibt der Punkt 
(£+ òx, y + ðy) einen Bogen X°, der die von dem Bogen B 
verlangten Stetigkeitseigenschaften ebenfalls besitzt und als Va- 
ristion des letzteren angesehen werde. Die Punkte beider Bögen 
sid durch die Werthe von ¢ einander eindeutig zugeordnet. 
Ist u irgend eine für einen Punkt des Bogens ® gebildete 
Grösse, so sei u + Ju die für den entsprechenden, d. h. zu 
denselben Werthe von t gehörigen Punkt des Bogens ° analog 
ge&ildete Grösse. Dieselbe Bezeichnung gelte, wenn u nicht von 
eiiem Punkte, sondern von dem ganzen Bogen % abhängt, z. B. 
di: Länge desselben ist; auch dann erhalte u den Zuwachs 4u, 
wan man ® durch 8° ersetzt. Sieht man dx, öy und ihre ersten 

1* 
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Ableitungen als kleine Grössen an und macht die entsprechen- 
den Vernachlässigungen, so gehe Au in ðu über, welch letztere 
Grösse die Variation von u heissen möge; dass sie einen be- 
stimmten Werth hat, muss natürlich in jedem Falle nachgewiesen 
werden. 

Offenbar ist, da entsprechende Punkte dieselben Werthe 
von t ergeben, 

dt = t= 0, 

Die Grössen v’, y' gehen beim Uebergang von Y zu ° in 


d(x + òx) dy + òy) 


dt ; dt 
über; daraus folgt a si 
’ ' % l = ea 
Ax = Òx = Tr ay oye 
Setzen wir ferner 
N y Fa a’ 
2E x’ q = y’ 


wobei jeder dieser Ausdrücke nur da betrachtet werde, wo sein 
Nenner nicht verschwindet, so ist 


Tee Bi. Oo a 


oder, wenn man den letzten Bruch nach Potenzen von dx’ ent- 
wickelt, 


I ı U U 
Mer òy m dg (1 +H [ôr]. 

Vernachlässigt man hier die Glieder, welche òx’, öy’ in min- 
destens zweiter Dimension enthalten, so geht Ap in öp über und 
man erhält 

FADAR Xöy — y'r _ 1 döy p döx 

DER yi m ONE ee 
An einer Stelle, für welche x’ nicht verschwindet, kann t als 
eindeutige Function von x angesehen und letztere Grösse als un- 
abhängige Variable eingeführt werden; man hat also 


__. döy döxz _dzdöy — dyddz 
ER ET ar EEE, 
und analog, wo y’ nicht verschwindet, 
` dêg döy 
VA 
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Allgemeiner sei F (x, y, %', y') eine Function, die in der Um- 
gebung jedes durch ein Element des Bogens ® definirten Werth- 
sytems (x, y, %', y’) regulär ist. Dadurch ist nicht ausgeschlossen, 
dass für x = y’ = 0 eine Singularität auftritt, da dieses Werth- 
sytem auf dem Bogen ® nicht vorkommt. Man hat dann nach 
de: Definition des Zeichens 4 


4 F(x, y, 2’, y') 
= F(a + Ò x, y + Ò y, x + dw, y + òy’) 5,5: F (x, Y, x, y’), 
od:r, da F regulär ist, in den Bezeichnungen des § 2 
AF (x, y, 2’, y') 
= F,öx + Fyðy + Fyðx' + F,öy' + [dx, 0y, dx, yj. 
Di:ser Ausdruck geht in die Variation ôF über, wenn man das 
letzte Glied rechts vernachlässigt, so dass man erhält 
ôF = F,öx + Fy òx + F ôy + Fyöy. 


Endlich setze man 
t 
JE |F (2 u 2 yak 
ta 


wobei man sich nach dem oben Bemerkten auf solche Integrale 
beschränken kann, für welche # — tọ positiv ist; dann ergiebt 
sich sofort: 


AS = faraı, 
to 


unl da 4 F bei den mehrfach bezeichneten Vernachlässigungen 
in ÒF übergeht, 
t 


t 
òT = | òFdt, AI = òT + | [òr dy, dr, dy), dt. 
to to 
Bei der Berechnung der Ausdrücke für öp, ö F, 8.J gilt da- 
he: die Operationsregel, dass man mit dem Zeichen ò operiren 
kaın, wie mit dem Zeichen der Differentiation nach einem von 
t wnabhängigen Parameter; im Besonderen ist das Zeichen ô mit 
den der Differentiation und Integration nach t vertauschbar. 
Das wichtigste Beispiel einer Variation der betrachteten 
Ars liefert der Fall, dass durch die Gleichungen 


(1) 2—=% (1,4, d1 ...),; Y= (ht, ...) 


eire Curvenschar definirt wird, welcher die Curve Y angehört; 
letztere werde durch die speciellen Gleichungen 


MAATEN aTtYCZNÝ 


2 | N ET . i 
GAB ago Ù arszawshläge 
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en eye (Re e) 
dargestellt, und die Functionen £ (t, a, b,...),n (t, a, b, ...) Seien 
regulär an der Stelle (t, ao, bo, ...), wenn t in dem Intervall von 
fo bis t, liegt. Als Variation des Bogens® in dem definirten Sinne 
kann dann die durch die Gleichungen (1) dargestellte Curve 
gelten, wenn r ein Intervall von t} bis t} durchläuft und die 
Grössen 


u e Oo Ts — t = 0t, a- NE): RE 


dem absoluten Betrage nach hinreichend klein sind. Definirt 
man nämlich t als Function von ¢ durch die Gleichung: 


|r—t tl 
Öto to ii == 0, 
TAE a 


so durchläuft r das Intervall von r, bis z,, wenn ¢ alle Werthe 
zwischen ło und t, annimmt; der Bogen ® ist damit in umkehr- 
bar eindeutiger Weise auf den variirten Bogen (1) oder 


z=ıt+dse =, a + ôa...) Y = y + sy = n (T, a + õa, ...) 
bezogen. Da nun t. — t ein in Bezug auf öf, und Öf, linearer 


Ausdruck ist, dessen Coëfficienten sehr einfache reguläre Func- 
tionen von ¢ sind, so hat man 


Òx — é (t —t+ t, a+ òa, ...)— E (t, do, ...) = [Òto, ð t1, Ô a, -his 
ebenso 

Oy — 0t 0, 00, i 
und die Coëfficienten dieser Potenzreihen sind ebenfalls zwischen 
to und £, reguläre Functionen von £. Die Grössen ðv, öy haben 
daher die verlangten Eigenschaften, sobald |öt,|, (ðt, |, [ða], ..- 
hinreichend kleine Grössen sind. 


8 3. 


Bei weitem die wichtigsten sind diejenigen Integrale J, 
welche allein durch die Curve ® und die Integrationsrichtung 
längs derselben „bestimmt sind, nicht aber von der speciellen 
Wahl des Parameters t abhängen, d. h. welche, -wenn x und y 
längs der Curve X auch als Functionen des neuen Parameters s 
dargestellt werden können und die Richtungen wachsender s 
und ¢ übereinstimmen, die Gleichung ` 


www.rcin.org.pl 


83. Begriff und Grundregeln der Variationsrechnung. 2 


t A 8 
$ dæ d 
| Fæ na y) dt = | F (21 Ge T) ds 
to so 


ergeben, sobald die oberen Grenzen demselben Punkte des Bogens 
B zugehören. Diese Gleichung liefert differenzirt das Resultat 
Es, y x y) dt =F (z, Y, E, Fr) ds = F (293 Y, 5 m) s’ dt, 
wobei s’ an jeder einzelnen Stelle der Curve ®B einen willkür- 
lichen positiven Werth annehmen kann. Ist also œ eine beliebige 
positive Constante, so hat man die Identität 
(2) F (xiy a8, ay') =w E (x, y, x y) 
und wenn man dieselbe nach x’ und y’ differenzirt, 
(3) Fa (£, y, &x', ay') = Fo (8, yY, #', y’), 

Fy (£, y, ax', ay’) = Fy (2, y, 2', y’). 
Die Gleichung (2) ist charakteristisch für die Functionen, welche 
in Bezug auf x’, y' homogen von der ersten Dimension sind; ist 
x von Null verschieden, so kann man 

ae + 2 == z 
e: 


— U 


setzen und erhält dann 
Henar Panti, roer 


Das Element des Integrals J kann, da dt positiv ist, ge- 

schrieben werden 
F(a,y,#,y)dt=F (a yda dy) = def (a, y,p) 
und ist im Allgemeinen nicht durch die Grössen x, y, p, sondern 
erst-durch eins der Systeme 
©, Y, da, dy; ©, Y, p, dæ 
bestimmt, da dæ — x’dt sowohl positiv, wie negativ sein kann; 
denn im Allgemeinen müssen zwei zusammenliegende, aber ent- 
gegengesetzt -gerichtete Linienelemente unterschieden werden; 
die Elemente der Curve werden gewissermaassen als unendlich 
kleine Vectoren aufgefasst. Der Werth F (x, y, æ’, y') ist, wie 
die Gleichung (2) zeigt, durch das Linienelement selbst noch nicht 
bestimmt, wird es aber z. B., wenn wir die Relation 
x? + y? =l 

ansetzen, die durch passende Wahl des Parameters ¢ an jeder 
einzelnen Stelle zu erzielen ist. Man kann dann setzen 
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% =009, Y —=sinp; 

dreht sich eine Halbgerade aus der + x-Axe heraus in solchem 
Sinne, dass sie nach einer Drehung um 90° in die + y-Axe über- 
geht, so hat sie den Winkel ọ beschrieben, wenn sie dem be- 
trachteten Element gleichgerichtet worden ist. Die Grösse 
F (x, y, cosp, sing) ist daher eine stetige Function der Lage 
und Richtung des betrachteten Elementes und offenbar in Bezug 
auf x, y, pọ regulär, wenn F in dem das betrachtete Element 
darstellenden Werthsystem (x, y, x’, y') regulär ist. 

Bei den homogenen Functionen sind nun zwei Fälle zu 
unterscheiden: die Gleichungen (2), (3) bleiben entweder auch 
für negative Werthe von «œ gültig oder nicht. Der erste Fall 
tritt z. B. ein, wenn F eine rationale Function der Argumente 
x, y' ist; dann gilt dasselbe von f bezüglich des Arguments p. 
Den zweiten Fall liefert z. B. die Annahme: 


Pit 
wobei die Quadratwurzel positiv sei. Dann ist F eine im Reellen 
überall eindeutige Function, da die Zweideutigkeit der Wurzel erst 
bei analytischer Fortsetzung durch das complexe Werthgebiet 
zur Erscheinung kommt; F ist ferner überall regulär mit Aus- 
nahme der Stelle 


I 


P= 0, 


Dagegen ist 
F (x, y, æ y' m 
Je s= | s, Y yi +» 
keine eindeutige Function von p, sondern die Quadratwurzel hat 


das Zeichen der Grösse z’, und man hat für negative « nicht die 
Gleichungen (2), (3), sondern 


Ea y ax oyy) = —ofF(e,y#,Y), 
Fy (x, y, ax’, ay) = — Fy (2, Y, X, y'). 


In anderen Fällen besteht nicht diese, sondern eine complicir- 
tere Gleichung zwischen F (x, y, ««', oy') und F (x, y, «, y’, 
z. B. wenn 
F = yx' + yx? + y'?, 
hat man für &< 0 
F (æ, y ax uy) + aF (æy z y) = 20yr. 
In den beiden unterschiedenen Fällen zeigt das Integral 
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tı 
hı = | F (x, y, &', y') dt 
to 
verschiedenes Verhalten bei Umkehrung der Integrationsrichtung. 
Im ersten Falle hat man 


ua (2y, = 2, =y) = F (x, Y, z', y’); 
das Differential dJ — Fdt hat also für zwei Bogenelemente, 


welche der Lage nach zusammenfallen, aber entgegengesetzt ge- 
richtet sind, entgegengesetzte Werthe. Setzt man also 


— į = s, So = — to, Sı = — ĵĥ, 
so dass Sọ œ> sı, so hat man 
y dæ dı % dæ d 
Jio = | ds F (x Y Ts’ .)= = | tF (a, Y, EEH F) 

sı t 
t 

EN dx dy\ __ 

= | aF (ay o F = — dy 


to 
Im zweiten Falle braucht diese Beziehung nicht stattzufinden. 
Z. B. hat man für das Längenintegral 


Ja = + Jo; F(z, y, 2', y') dt = F (x, y, —x', —y) dt. 
Bei anderen zu diesem Falle gehörigen Integralen J kann der Zu- 
sammenhang zwischen Jọ und Jio complicirter sein. Die Unter- 
scheidung dieser beiden Fälle ist bei den der Variationsrechnung 
zugänglichen Extremumsaufgaben sehr wichtig. 

Die definirte Bedeutung des mit zwei Suffixen behafteten 


Zeichens J wollen wir festhalten, auch wenn zwischen anderen 
Punkten als O und 1 integrirt wird, z. B. 


ta 
Ja = |F (z,y,x,y) dt; 
tg 


auch werden wir die Integrationsgrenzen oft nur durch die 
Zeichen der Punkte, zwischen denen integrirt wird, bezeichnen, 
7, DB. 


3 
15 IF dt, 
2 
da numerische Werthe der Integrationsgrenzen nur in Beispielen 
vorkommen. 
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gÈ 
Nach § 2 gilt die Formel 


döz dôi 
Ò Jo =Í dt (F.ö« + F,öy + RP E EF, TE); 
0 


integrirt man die letzten Glieder theilweise, so ergiebt sich 
1 
Berne i + | (Pòs + Q8y), 
0 


0 
wobei gesetzt ist 


Pee EAR 0 = P Ey 
Diese Grössen enthalten x”, y"; damit unter dem Integralzeichen 
der Formel (4) keine die Integration gefährdenden Singulari- 
täten auftreten, setzen wir von jetzt an voraus, dass auch g”, y” 
längs des Bogens ® stetige Functionen von £ seien. 
Differenzirt man ferner die Gleichung (2) nach œ und berück- 
sichtigt die Beziehungen (3), so folgt 
F = x Fy a y' Fy, 

also, wenn man nach ¢ differenzirt, 

E' = x" Fy + y" Ey 4 x' Fy + yFy. 
Andererseits ist offenbar 

F = F, + Fyy' + Fox + Fyy"; 
= subtrahirt man diese Gleichung von der vorigen, so ergiebt sich 
die Identität 
(5) Pa + Qy = 0 
und man kann den obigen Ausdruck J}, in folgende Formen 
setzen: 


1 
| EA = Fuda + Fyðy|' + fdt. Q (öy — pda) 
0 0 
6) Re 
ee E Fyoyl + fdt. P (ðs —qòy). 
0 
0 
Erstes Beispiel. Die Variation der Bogenlänge zu be- 
stimmen. 


Die Länge des Bogens ® wird durch die mit positiver 
Quadratwurzel gebildete Formel 
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1 
Ja = jat ya? y'? 
0 


gegeben; man hat daher 


1 1 

ô ' 'ö I 

ô Jo = | dt Ò yx'? + y? = [a ale Ty y 
0 


0 


dx + yöy|ı! 


1 
f d a d y' 
ya’: -+ y? | dt ya’? +y’? ey YT (Tn X 
d 


zu 
a (Fr) Fans dt (a 
Ist nun der positive Drehungssinn derjenige, in welchem 
eine Halbgerade bei einer Drehung um 90° aus der +x-Axe in 
die — y-Axe übergeht, und 9 der Winkel, um welchen eine Halb- 
gerade im positiven Sinne gedreht werden muss, um aus der 
—-x-Axe in die Bewegungsrichtung eines die Curve Ol von 0 
nach 1 hin durchlaufenden Punktes zu gelangen, so hat man 
, I 
ee ga PER ia SHE 


at ar ry 


mit dieser Bezeichnung kann die obige Formel geschrieben werden 


1 
Br en ty sino |; = [a [əz cos(0 + 5) 
0 
0 


+ ôy sin (0 mE z)h 

Der Factor von d0, welcher ön heisse, ist die Componente des vom 
Punkte (x, y) zum Punkte (x+ òx, y + òy) weisenden Vectors nach 
derjenigen Normale der Curve, welche gegen die im Sinne wachsen- 
der # gerichtete Tangente um 90° im positiven Sinne gedreht 
ist; unter dem Substitutionszeichen steht die Componente jenes 
Vectors nach der bezeichneten Richtung der Tangente. Hat d0 
ein festes Vorzeichen, z. B. das positive, so liegt die concave 
Seite der Curve nach der definirten Richtung der Normale hin; 
hat man daher 


N A a a 
und ist ôn von festem Vorzeichen, so hat Jọ; das diesem ent- 
gegengesetzte Zeichen. Letzteres ist also positiv oder negativ, 
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je nachdem ®° ganz auf der convexen oder auf der concaven 
Seite von ® verläuft. Nur wenn d0 = 0, die Curve ® also eine 
Gerade ist, verschwindet J stets. 


Zweites Beispiel. Das Integral 
1 
J = |yda — [ya’at 
0 


stellt die Fläche dar, welche von der Ordinate eines den Bogen 
01 durchlaufenden Punktes überstrichen wird, wenn jedes Ele- 
ment dieser Fläche mit dem Vorzeichen von ydx in Anrechnung 
gebracht wird. Hat man eine geschlossene Linie, längs deren 
die Richtung wachsender ¢ zur inneren Normale so liegt, wie die 
 —+y-Axe zur +x-Axe, so stellt das Integral den positiv ge- 
nommenen Inhalt der umschlossenen Fläche dar. Dabei ist 
1 


OJ = | (z òy + y Te) dt, 


0 
yaa + | way yanii 
0 
0 


1 


= yöz K + | (dzdy — dy ôs) 
0 
0 
oder, wenn ds das Bogenelement ist, 
1 
òT = yðr |’ T ie 


woran eine ähnliche Discussion wie im vorigen Beispiel geknüpft 
werden kann. Von den Fällen des § 3 liegt hier offenbar der 
erste vor. 


85. 
Will man die Integrale J ohne Benutzung des Parameters 
t allein durch die Grössen x, y und ihre Differentiale ausdrücken, 
so hat man von der Gleichung 


F: (z, Ya, y') = x f (z, Y, L) z= x f (£, Y, p) 


als Definition der Function f auszugehen. Diese ist, wie wir 
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zeigen wollen, an irgend einer Stelle (x, y, p,) regulär, wenn das- 
selbe von F für die Stelle (x, y, xis Yp) gilt, x, von Null ver- 
schieden ist und 

— % 


Po F 


0 
gesetzt wird. Definirt man dann neue Variable durch die 
Gleichungen 

E= ros p y = rsin p, gend, Yen gr, 
so kann man entwickeln 

x! — £y = (r — fo + ro) cos (p — Po + Po) — To COS Po 

= [r — ro 9 — Poli 
und erhält eben solchen Ausdruck für y — y,; da nun nach 
Voraussetzung, wenn x, y als constant angesehen werden, eine 
Gleichung 
F (x, y, 2', y') = [a — 2o y— Yolo 
besteht, so hat man auch 
F (x, y, &, y') 
L — ty F r 
Diese Grösse hängt ebenso wie p von r nicht ab, es folgt also 
f Œ, y, p) = [P — Polo 

Andererseits kann man, da pọ eine endliche Grösse ist, die 
Gleichung 


f(y p) = a aA t N e a a 


P — Po = tg (P — Po + Po) — 19 Po = og, tp — Pk 
nach ¢ — 9, auflösen, und erhält 

; i ; p — Po = [p — Pol; 
somit ergiebt sich 

f @ y, p) = [p — Polo 

Da nun f von x, y ebenso wie F abhängt, so ist hiermit die Be- 
hauptung bewiesen. 

Hieraus folgt, dass man an jeder Stelle des Bogens ®, in 
welcher &' nicht verschwindet, entwickeln kann 


Af (2, Y, p) = fðr + fyðy + Fr dp + [0% òy, Ip). 
= faðx + fyðy + foðp + [dr dy, da, y'a, 


Òf = faðx + fyðy + foðp 
eine bestimmte Grösse ist; wenn daher x’ längs des Bogens 23 
nicht verschwindet, kann man das Integral J in die Form 


und dass 


www.rcin.org.pl 


14 Erster Abschnitt. 


un 
or 


I = | (fe) dt 
2 


setzen und erhält 
3 3 

(7) - SJ = | ò (fe) dt | (òf + Fir) dt. 
2 2 


Die Operationen mit dieser und ähnlichen Formeln werden durch 
folgende allgemeine Bezeichnungsweise erleichtert. Sind u, v 
irgend welche zwischen to und t, stetige und differenzirbare Func- 
tionen von ft, so sei die Gleichung 

1 tı 
(8) | udv = | urdt, 

0 to 
die Definition ihrer linken Seite auch dann, wenn v nicht für 
die ganze Strecke 01 als unabhängige Variable eingeführt werden 
kann; die Gleichung für die partielle Integration wird dann 

1 1 


| var — w — | vau. 
0 j 0 


In dieser Bezeichnung gelten die Formeln 


JT = | fdz, 8T = | (dzdf + fdda), 
welch letztere die Formel (7) umfasst, auch für einen Bogen, 
auf welchem x’ und damit dæ das Vorzeichen wechselt, und ver- 
sagen nur an den Stellen, für welche x’ verschwindet. In diesen 
Ausnahmestellen ist f nicht definirt und muss die analog gebildete 
Function 


tese Fii (zy z)= Fæ, y, a) 


herangezogen werden; für sie bestehen die Gleichungen: 
= | Jay, 8J = | (dydF + Fasy), 
deren letztere nach der Definition (8) die genaue Bedeutung 
= [6 afet Te) dt 
hat. Die erhaltenen Ausdrücke für J zeigen, dass das Zeichen 


ò mit d und dem Zeichen der Integration, wenn man von der 
Definition (8) ausgeht, vertauschbar ist, z. B. 
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ddx = dt = 0e ati = IR > ar. 
Dagegen ist ò mit dem Zeichen der Differentiation nach x im 


Allgemeinen nicht vertauschbar, da offenbar 


dy\ __ __. döy döx, 
(7L) = 0r = da ? da’ 
nur wenn Ôx identisch verschwindet, hat man 
dy d 


Um nun f und f in die Formeln des $ 4 einzuführen, diffe- 
renzire man die Identität 


y' Fr x 
Erf {a Y, L) =y] (z, Y, 7); 


dann ergiebt sich 


u =ya Ty = dfn Fe = fimff — pfo iy =h = f- afa 
und hieraus folgt 

; ar vu, Br 

re Sr Be. Tier aer eher € 


P= y (— P o=o (n) n- B=- 
also nach (4), Ea 


dma = (fpf) dr +h |) + jile- er pòz) 


=RB2+ + fah $ 


Die hier auftretende ditase" 
ðo y = y — påx 

hat eine leicht angebbare Bedeutung. Ist nämlich x’ von Null 
verschieden und sind die Variationen hinreichend klein, so de- 
finiren in der Umgebung der betrachteten Stelle beide Curven B 
und 3° die Grösse y als eindeutige Function von x, welche eine 
stetige Ableitung besitzt, so dass man setzen kann 

y = p(z) y + ðy = Pla + IR). 
Vernachlässigt man alle Grössen, die gegen x verschwinden, 
so hat man 


a) ) @2— 19) 
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p (£ + òx) = y + pòz = P (x + òx) — ðy + pòz, 
ðo y = y — px — D (x + òx) — g (x + ôx). 
Die Grösse py misst also in der Richtung der y-Axe den Ab- 
stand der Curven ® und ®°; man nennt sie bisweilen die ab- 
gestumpfte (tronquée) Variation von y. Setzt man allgemein 


du 
Òu = ôu mme dz Ò £, 


so findet man 


dö,u _ dòõu du döx d?u Bun (7) x d2u 


da da dx dx dx? 
oder 


Das Zeichen ð ist also mit dem der Differentiation nach x 
vertauschbar. Ist längs des Bogens ® überall =’ von Null ver- 
schieden, so kann man æ —t setzen und die Operation ò, ist 
mit ô identisch, da dx = ôt — 0. 


Erstes Beispiel des $ 4. Man hat offenbar 
1 1 

n = | da V1 F P = | dy VTF P, f= VF P, 
0 0 


L = V+ e, 


wobei die Quadratwurzeln das Zeichen des neben ihnen stehen- 
den Differentials haben. Operiren wir an der ersten Formel mit 
dem Zeichen ô nach der obigen Regel, so erhalten wir 


Nun ist nach $ 2 


— döy dòx 
0 dg P dz” 
also 
1 
lòx dò 
5I =| (7 p L) 
T : TEPE) +p 
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und wenn man partiell integrirt: 
1 


ea ne all) 


òh = 


1l 


Ei AROA pòy me pa p 
N+P Yrpk es piya ah 


was natürlich mit dem in § 4 erhaltenen Resultat übereinstimmt. 


56, 

Die durchgeführten allgemeinen Entwickelungen können ohne 
Schwierigkeit auf den Fall ausgedehnt werden, dass anstatt 
einer ebenen Curve eine einfache Mannigfaltigkeit im Gebiete 
beliebig vieler Variablen x, Y, Z, ..., w betrachtet wird; eine 
solche sei dadurch definirt, dass alle diese Grössen stetigen 
Functionen eines Parameters ¢ gleichgesetzt werden, deren erste 
und zweite Ableitungen ebenfalls stetig sind. Der Begriff der 
Variation überträgt sich unmittelbar, indem man den Grössen 
x + ôx, y òy, z+ òz, ... als Functionen von ¢ dieselben 
Stetigkeitseigenschaften beilegt, wie den Grössen x, y, 2, ... selbst, 
und man hat 


IP) 
— F,öx + Fyða' + F,öy + Fyöy + --- + Fuödw. 
Setzt man ferner 
PSE = Pa Q= pm HH Beh - Zu. 
so erhält die Formel (4) des § 4 die erweiterte Form 


ôJ = ò | Fat 
0 


1 

EF s+ F,öy+ + Bedu|) + [dt(P80+ Qöy-+ Röc+--.) 
0 

und es gilt die genaue Gleichung 


i 1 
AT = òT + | dt [ðx, du’, öy, öy), ... dw), 


0 
wenn 4 den Zuwachs beim Uebergange von der einfachen Mannig- 
faltigkeit (£, y,Z, ...) zu der variirten (1+ ò x,y +ôy, .. w+Hõw) 
bedeutet. 


Kneser, Variationsrechnung. 2 


La TYCZNT 


B ARINET MA i razawakiat® 


er Kon pa 
wWww.Netkerd. ai ; 
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Der wichtigste Fall ist auch hier der, dass man setzen kann 
FAN EHE a ET DLTET TEN NEUEN, Lin A, 
wobei x’ von Null verschieden und 


AN: Re BER _ dw _w 
br ae RT 


gesetzt sei. Man erhält dann genau wie in § 5 
Pa + QY +=, 
Fr fr nfn a Éf: ee Ofw, Fy = fys Fy = fy. 


J = Fps + Fpðy +- i 


1 
+ [ da {Q(öy — nda) + R(ðz — 882) +}; 
0 
führt man noch die Bezeichnungen 
ð y = y — nd, z = Öz — Òx, n hw—=dw— vss 
ein, so kann die letzte Gleichung geschrieben werden 


DT= fòt + fiðoy + fid H| 


1 


+ | (Qoy + Ròse + :--) da. 


0 


Drittes Beispiel. Es sei die Variation des einen Para- 
meter c enthaltenden Integrals 


1 
Jr f F(&,y,#,y,c)dt 
0 


zu bilden, indem man e durch c -+ ôc ersetzt. Man kann c als 
Function von t ansehen, für welche 


wendet man die obige Formel an, indem man z = ¢ setzt, so 
erhält man 


1 1 
ETR A AS Fyðy| m | dt (Pöz + Qöy) + 8e | Pat 


0 0 


Viertes Beispiel. Die Bogenlänge einer Raumcurve 01 
hat den Ausdruck 


ı 


1 
J= | dt y #2 Fy? Fr = | Vde F dy + das, 
0 


0 
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in welchem die Quadratwurzel positiv zu nehmen ist. Operirt 
man mit dem Zeichen ò wie mit einem Differentialzeichen und 


setzt 
yax? + dy? + d2?—= ds, 


so sich 


dx dz 


Flat + dòz) 


0 


a «+2 3, y+% t|! — f [oza e) +y 1(72) 


+] 


Nun ist die positive Grösse 


u 


der Contingenzwinkel und 


1 dx 1 dy 1 dz 
ar i) T7 (7): 38 (7) 


sind die Richtungscosinus der Hauptnormale in der Richtung 
nach dem Krümmungscentrum hin; ist also ôn die nach dieser 
Richtung genommene Componente des vom Punkte (x, y, 2) zum 
Punkte (x + dx, y + ôy, z + öz) weisenden Vectors, so folgt 


1 


J= int -| — f agon 
0 
0 


Haben daher die ursprüngliche und die variirte Curve dieselben 
Endpunkte, und ôn ein festes Vorzeichen, so hat ôJ das diesem 
entgegengesetzte Vorzeichen. Nur wenn überall d0 = 0, d.h. 
die Curve gerade ist, kann ôJ nicht auf diese Weise verschiedene 
Vorzeichen erhalten. 
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Die einfachste der Variationsrechnung zugängliche 
Extremumsaufgabe. 


Br. 


Wie die Aufgabe, den grössten oder kleinsten Werth einer 
gegebenen Function zu finden, einen starken Antrieb zur Aus- 
bildung der Differentialrechnung gegeben hat, so verdankt die 
Variationsrechnung einer analogen Aufgabe des Maximums oder 
Minimums, des Extremums, wie wir sagen wollen, ihre Ent- 
stehung. Eine Grösse, deren Werth durch einen verfügbaren 
functionalen Zusammenhang ($ 1) bestimmt wird, z. B. ein Inte- 
gral J von der betrachteten Form, sei durch passende Wahl 
jenes Zusammenhanges, also der Curve ® oder ihrer Verall- 
gemeinerung in einer höheren Mannigfaltigkeit, zu einem Extre- 
mum zu machen, in dem Sinne, dass sie, mit der Curve B ge- 
bildet, stets einen grösseren oder stets einen kleineren Werth 
erhält, als wenn man die Curve Y durch eine benachbarte B° ersetzt. 
Dabei können der gesuchten Curve Beschränkungen verschiedener 
Art auferlegt sein. Im Falle des Maximums muss bei der ein- 
geführten Bezeichnung stets die Ungleichung 

FJ E AI AJI<O 
bestehen, während das Minimum erfordert, dass 4J stets positiv 
sei. Der Dienst, den die Variationsrechnung leistet, beruht zu- 
nächst darauf, dass man aus dem Vorzeichen der Grösse 0.J auf 
das der Grösse 4J schliessen kann, sobald die Curven B und ® 
hinreichend wenig von einander abweichen; ist ôJ von Null 
verschieden, so wird sich zeigen, dass im Allgemeinen 4J sowohl 
positiv wie negativ werden kann, ein Extremum also ausgeschlossen 
ist; man erhält so die Gleichung 
o = 
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als nothwendige Bedingung des Extremums, ganz ähnlich, wie bei 
den Extremumsaufgaben der Differentialrechnung das Differential 
der untersuchten Function gleich Null gesetzt wird. 

Auf den Zusammenhang zwischen den Vorzeichen von 6J 
und 4J führt folgende allgemeine Bemerkung. Eine reelle Potenz- 
reihe irgend welcher Argumente &,, &, ..., welche diese auch in 
linearen Gliedern enthält und zugleich mit allen Argumenten 
verschwindet, kann positiv und negativ werden, wenn die abso- 
luten Beträge der Grössen ə unterhalb einer beliebig kleinen 
positiven Constante verbleiben. Lässt man nämlich alle Argu- 
mente bis auf eins, welches linear vorkommt, verschwinden, und 
ist z. B. & das nicht verschwindende Argument, so reducirt sich 
die Potenzreihe auf die Form 


ası + [sii] = & (a + [äh) 

wobei a von Null verschieden ist. Die Klammer auf der rechten 
Seite hat, da [&,]ı mit &, zugleich unendlich abnimmt, das Vor- 
zeichen der Grösse a, sobald |s;| hinreichend klein geworden 
ist; alsdann hat die ganze rechte Seite das Vorzeichen von &&;, 
kann also sowohl positiv wie negativ werden. 

Sind ferner die Grössen s, deren Anzahl m sei, den n 
Gleichungen 


9 0 = ha ê F Mad F +e H mem + Lên & -la 
(9) Ei 
er a 
unterworfen, wobei m > n und eine aus dem Schema der mn 
Grössen a gebildete Determinante, z. B. 
Era. 


von Null verschieden sei, so kann eine Potenzreihe 


P = bier F baes + + Dm Em + [En Es +a 
durch die Grössen &,41, En+2 :- Em allein ausgedrückt werden; 
und die linearen Glieder sind dieselben, wie wenn die Glieder 
zweiter und höherer Dimension nicht vorhanden wären. Die 
linearen Glieder der umgeformten Reihe ® verschwinden also 
dann und nur dann, wenn aus den Gleichungen 


Aaru, + Aata + -e F Amin = 0 
immer die Gleichung 


bi th + Da Us L hita + bmm = 0 
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folgt, d. h. wenn alle Determinanten (n — 1) Ordnung der 
Matrix 
Qal Aaz; ++ Mam 


R E E 


verschwinden. Nur in diesem Falle kann ®, nach dem soeben 
erhaltenen Resultate, ein festes Vorzeichen haben für alle Grössen 
&, die den Bedingungen (9) unterworfen sind und dem absoluten 
Betrage nach unter einer gewissen positiven Constante liegen. 
Im Falle m = 2, n = 1 z. B. kann ® immer dann für beliebig 
kleine Werthe von |s,| und |&,| sowohl positiv wie negativ werden, 
wenn nicht die Gleichung 

Qil Mg 


O S 


besteht. 


§ 8. 


Es sei zunächst die Aufgabe gestellt, eine ebene Curve 01 
zwischen den gegebenen Punkten 0 und 1 so zu ziehen, dass das 
längs derselben gebildete Integral 


1 1 
J=|/@u») de= | F(z, y, 2, y) dt, 
0 0 


in welchem f eine gegebene Function ist, ein Extremum werde. 
Wir nähern uns der Lösung dieser Aufgabe schrittweise, indem 
wir zunächst fragen: welche Eigenschaften muss eine Curve 01 
von den für den Bogen Y in $$ 2 und 4 vorausgesetzten Stetig- 
keitseigenschaften haben, damit das bezeichnete Extremum mög- 
lich sei? Wir vergleichen die Curve 01 mit einer zwischen 
denselben Endpunkten verlaufenden Curve 8° von denselben 
Stetigkeitseigenschaften, welche von dem Punkte (x+ òx, y + òy) 


durchlaufen wird und dem Integral j f (£, y, p) dx den Werth 
J -+ AJ giebt; dann ist nach $ 2 

1 
(10) AJT =T + | dt [dx, öy, dx’, öy).. 

0 
Betrachten wir nun noch, wenn & eine beliebig kleine Constante 
bedeutet, die Curve, welche vom Punkte (x + ed, y + ôy) 


durchlaufen wird, und dem betrachteten Integral den Werth 
J + 4,J gebe, so kann auch diese Curve für ° genommen 
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werden, und man hat 
AJ = 88J —+ [E]. 

Ist also òJ von Null verschieden, so kann diese Grösse für be- 
liebig kleine Werthe von |a| nach § 7 sowohl positiv wie negativ 
werden, es giebt dann der Curve 01 beliebig nahe liegende 
Curven mit denselben Stetigkeitseigenschaften und Endpunkten, 
welche das Integral J sowohl grösser wie auch kleiner machen, 
als die ursprüngliche Curve 01. Als nothwendige Bedingung des 
Extremums ergiebt sich also 
(11) J =, 
wobei ôx, öy, Òx’, öy' nur innerhalb solcher Grenzen zu liegen 
brauchen, dass die Potenzreihe in der Formel (10) convergirt. 
Angewandt auf das erste Beispiel des § 4, lehrt dieses Resultat, 
dass die kürzeste Linie zwischen zwei Punkten, wenn sie die 
Eigenschaften des Bogens B haben soll, keine andere als die 
Gerade sein kann. 

Allgemein sei nun 23 eine Strecke des Bogens ® und es 
sei längs dieser Strecke 

ðs = 0, ðy = e (t — t)? (t, — t)’, 
ausserhalb derselben aber überall 
s= y m0: 

Dann sind öx und öy längs des ganzen Intervalls von t bis £, 
nebst ihren Ableitungen bis zur zweiten Ordnung stetig; der 
variirte Bogen ° hat also die Stetigkeitseigenschaften von 8. 
Ist ferner & eine hinreichend kleine Constante, so ist die Formel 
(10) anwendbar; da nach § 4 5 


E SE IE PAR Fyòy|; + far Qöy, 
2 


2 
also, da ôx und öy an den Stellen 2, 3 verschwinden, 
3 


3 
oh; = | dt Qòy = e | dt. Q (t — t)? — t)’ 
2 


2 
gesetzt werden kann, und offenbar die Gleichung 
0J = ô Joi = Ô J23 
besteht, so ergiebt die Gleichung (11) 


(12) far. It ty VO. 


www.rcin.org.pl 


24 Zweiter Abschnitt. § 8. 


Nun ist Q — F, — F, bei den eingeführten Voraussetzungen 
eine stetige Function von ¢ längs des Bogens 01; wenn also Q 
nicht überall verschwindet, so kann das Intervall 23 so gewählt 
werden, dass in seinem Inneren die Grösse Q stets ein festes 
Vorzeichen besitzt und nicht verschwindet. Dann ist aber die 
linke Seite der Gleichung (12) sicher von Null verschieden, da 
t — t, und t, — t im Inneren des bezeichneten Intervalls positiv 
sind. Die Gleichung (12) ergiebt also, dass 


Q = 0; 
ebenso folgt aus einer analogen Entwickelung die Gleichung 
De 


welche sich aus der vorigen vermöge der Identität (5) des § 4 
ergiebt, wenn ©’ von Null verschieden ist. Gilt dies auch von y’, 
so kann man nach § 5 beide Gleichungen durch die von £ freien, 
mit einander gleichwerthigen Differentialgleichungen 
oe 5.2 _ de 
rad ET FRE 
ersetzen, welche im Allgemeinen von der zweiten Ordnung sind. 

Eine den Gleichungen P = Q = 0 genügende ebene Curve 
nennen wir eine Extremale des Integrals J; es ist dann be- 
wiesen, dass ein Bogen 01 mit den Eigenschaften der Curve % 
das Integral J nur dann zu einem Extremum machen kann im 
Vergleich zu allen hinreichend nahe liegenden Curven von den- 
selben Endpunkten und Stetigkeitseigenschaften, wenn 01 ein 
Stück einer Extremale ist. Die Eigenschaft einer Curve, Extre- 
male zu sein, ist, wie die in $ 5 für P und Q gegebenen Aus- 
drücke lehren, von der Wahl des Parameters t unabhängig. 

Ein erstes Integral der erhaltenen Differentialgleichung kann 
in zwei Fällen sofort angegeben werden. Ist f von y frei, so 
hat man 

dfo 


dax 
ist f, mithin auch F von g frei, so hat man 
dd Ref ra > one 

Diese Integrale werden in den meisten der bis jetzt unter- 
suchten Beispiele benutzt; sie führen, da sie ausser dem Diffe- 
rentialquotienten nur eine der Grössen x, y enthalten, vermittelst 
einer Quadratur zur allgemeinen endlichen Gleichung der Extre- 
malen. 


=. = m 
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Die Integrationsconstanten sollen fortan immer durch a, b, 
c, ... bezeichnet werden. 


89. 


Aufgabe I. In der Ebene die kürzeste Linie zwischen zwei 
gegebenen Punkten zu finden. 
Man hat 
J= | ya? + y"? dt; 
da F von x und y frei ist, hat man die ersten Integrale 


Fu = -= = const, Fy = const., 
also p = const.; die Extremalen sind Gerade. 


Aufgabe II. Zwischen zwei gegebenen Punkten in der 
Ebene eine Curve zu ziehen, welche, um eine gegebene Axe ge- 
dreht, die kleinste Rotationsfläche erzeugt. 

Die Rotationsaxe sei die x-Axe; ist ds ein Bogenelement der 
gesuchten Linie, so erzeugt dasselbe ein von zwei Kreisen be- 
grenztes Element der Rotationsfläche, dessen Oberfläche 2ryds 
ist. Man hat also das Integral 


J= | yds =f y y1 + p? dz ur yx? +y? dt 
zu einem Minimum zu machen. Der Integrand ist von æ frei; 
für die Extremalen gilt somit die erste Integralgleichung 


ARE TEE We yp? 
— == .const,, 1 2 — — u 


MEERE 4 | > 
z =r= |) ma 


oder 


= wobei die Quadratwurzel das Vorzeichen von p hat; hieraus 


folgt: 
z—b ERTL 
u} Er, 
eriy 
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Geht man zum reciproken Werth beider Seiten dieser Gleichung 
über, so erhält man 


æ—b Bern, -ae z—b æ—b 
ea a a a a Hemi 
e Zu Y& }, =5( +e 


Die Extremalen sind also Kettenlinien mit der x-Axe als Basis. 


Aufgabe III. Eine Curve von gegebener Länge zu ziehen, 
welche von einem gegebenen Punkte 0 ausgeht, auf einer festen, 
durch diesen gehenden Geraden endigt, ohne dass die Lage des 
Endpunktes vorgeschrieben wäre, und welche mit der Geraden 
einen möglichst grossen Flächenraum einschliesst. 

Es seien für den Augenblick u, y rechtwinkelige Coordinaten, 
x sei die von 0 aus gemessene Länge der gesuchten Curve, y—0 
die feste Gerade, l die vorgeschriebene Bogenlänge Sind x, y 
rechtwinkelige Coordinaten in einer zweiten Ebene, so entspricht 
einem Bogen ®B in der ersten Ebene ein ebensolcher ® in der 
zweiten Ebene. Letzterer ist so zu wählen, dass das Integral 


J = f ydu 
ein Extremum wird. Nun ist offenbar 
du\? _ dyne _ 
(13) Te) =1 — (7) =1— p, 


man kann also setzen 
J= | y y1 — p dz. 

Von ® sind in der zweiten Ebene die Endpunkte gegeben; 
denn dem Punkte O0 entspricht das Werthsystem x — 0, y = 0; 
dem Endpunkte des Bogens ® das System z — l, y = 0; in der 
zweiten Ebene hat man also eine Extremumsaufgabe der bis- 
her betrachteten Art zu lösen. 

Der Integrand von J in der neuen Form ist nun von g frei; 
man hat also das erste Integral 


Ea == = ph = oons, 


= iR, Fey 


ya q 
y KS yY a 


Ve: Bu ya y1 D 


Hieraus schliesst man leicht 


und, da 


ergiebt sich 
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æ + b 
a 


d. h. in der zweiten Ebene sind die Extremalen Sinuslinien. 
Weiter ergiebt die Gleichung (13) 


(Ge) = sim =, u—c=4.ac0s LER 


dx 
y + (u — o} = o. 
In der ersten Ebene erhält man somit als Curven ®, welche 
möglicherweise das gesuchte Extremum liefern, die Halbkreise, 
deren Mittelpunkte auf der festen Geraden y = 0 liegen. 


Aufgabe IV. Einen Rotationskörper von gegebener Ober- 
fläche und grösstmöglichem Volumen zu construiren, dessen Ober- 
fläche der Rotationsaxe genau zweimal begegnet. 

Sind u, y rechtwinkelige Coordinaten in der Meridianebene, 
y — 0 die Rotationsaxe, so hat man auf dieser die Punkte 0, 1 
so zu bestimmen, dass das Integral 


| y Vap Fam 
0 
einen vorgeschriebenen Werth œ hat, und 
J= f y? du 
ein Extremum wird. Wir ih 


[pr 


indem bis zu einem veränderlichen Punkte des Bogens 01 inte- 
grirt wird; dann hat man 


dx? = y? (du? + dy), du = |- dy? + =). 


y 
y E pP dax, p Tr 


Deutet man wieder x und y als rechtwinkelige Coordinaten in 
einer zweiten Ebene, so entsprechen den Punkten O und 1 der 
ersten die Punkte 


(14) 
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gay, Tey o, 
welche gegeben sind. In der zweiten Ebene ist also zwischen 
gegebenen Punkten die Curve zu finden, welche das transformirte 
Integral J zu einem Extremum macht. Da der Integrand von 
æ frei ist, findet man sofort die Integralgleichung 
near T E E u N S Y 


y1 — py? y1 — yp” 
PES (£) A EOR N 
dx a a x y ey 
ne e TEN, 
a? 1 ey a? q 
BR A 
a 
Die Extremalen in der zweiten Ebene sind also gewisse, leicht 


zu charakterisirende Ellipsen. Für diejenigen, welche durch den 
Punkt x = y = 0 gehen, erhält man 5? — 1. Da nun offenbar 


-2 (b — z\ de _ __2ydy 


y y 


a?) a? a? 
und y im Punkte x = y = 0 mit x wächst, so folgt b = + 1. 
Nach (14) hat man ferner 


y? dy? -= y2? (du? + dy), m ydy -= 


EID 
a 
y! Be (H =* +. 
a a 
Diese Gleichung stellt einen Kreis dar, dessen Centrum auf der 
Rotationsaxe liegt. Der gesuchte Körper kann daher, wenn er 


überhaupt existirt, und sein Meridian die Eigenschaften des 
Bogens ® hat, nur die Kugel sein. 


Aufgabe V. Aus einem gegebenen Quantum homogener, 
nach dem Newton’schen Gesetze anziehender Materie einen Ro- 
tationskörper zu bilden, der auf einen Punkt, in welchem seine 
Oberfläche und Axe sich schneiden, eine möglichst grosse An- 
ziehung ausübt. 

Sind 9, @ auf der Erdkugel der angulare Abstand vom 
Nordpol und die geographische Länge, so ist das Oberflächen- 
element einer mit der Erde concentrischen Kugel vom Radius r 


bekanntlich 
r2sind då do, 
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das Volumenelement 
r?dr sind dido; 
das Volumen eines unendlich dünnen Kegels mit der Spitze r — 0 
ist also 4r?sinddO0dy. Lässt man daher 0 constant und integrirt 
nach p von O bis 2z, so erhält man ?r?sindd6 als Volumen 
des von zwei coaxialen benachbarten Kegeln 0 = const. begrenz- - 
ten Raumes v. Die Newton’sche Anziehung des Volumen- 
elementes auf den Punkt r — 0 ist, wenn die Dichtigkeit Eins 
ist, drsindd0dg, ihre Componente nach der Axe 0 = 0 also 
drsin®cos0d0dy. Die nach eben dieser Richtung genommene 
Componente der Anziehung des Raumes v ist daher 
27 r 
| dr sind cosododg — 2 ar sinl cosh dd. 
Po r= 
Nun gehe der Meridian der gesuchten Rotationsfläche im 
Punkte r — 0 von der Axe 0 — 0 aus, und r = 0 sei auch der 
Punkt, in welchem wir die Anziehung möglichst gross zu machen 
suchen. Durchläuft ein Punkt den Meridian von seinem zweiten 
Schnittpunkte mit der Axe bis zum Punkte r —= 0 hin, so gehe 
0 von O bis ə Dann ist das längs des Meridians gebildete 
Integral 
Oo 
T | r sind cosh dh 
0 
zu einem Extremum zu machen, während der Werth 
O, 
| sinodo — o 
0 
gegeben ist. Um diese Aufgabe auf den unseren Methoden zu- 
gänglichen Typus zu bringen, setzen wir 


o 
[v3 sinddo =y, c80 = 0090, = 


0 
Zo g dy 
T= — | Y — 3% -zim 
1 


dann hat man 

und in der zy-Ebene wird eine Curve gesucht, deren Endpunkte, 
den Werthen 9 = 0 und 9 = 9, entsprechend, die Coordi- 
naten 


E =, ya, PE ko Y S 
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haben, also gegeben sind, wenn über 9, eine bestimmte Ver- 
fügung getroffen wird. 
Als Extremalen dieser Aufgabe 
3 
ò | pade = 0 
-erhält man ohne Weiteres die Curven 


5 3 
y = ax? 4+ b, U É ar; 
aus der letzten Gleichung ergiebt sich 
Bi SIE ra sj v 
r= — e a >a Vs, 


womit der Meridian der gesuchten Rotationsfläche, welcher den 
Extremalen der xy-Ebene entspricht, in Polarcoordinaten aus- 
gedrückt ist. 

8 10. 

Allgemeiner als die bisher behandelte ist die Aufgabe, 
unter allen ebenen Curven 01, deren Endpunktscoordinaten den 
Gleichungen 
(15) Ja (2o, Yos, Tis Yı) = 0 
unterworfen sind, diejenige zu finden, welche das Integral J zu 
einem Extremum macht. Die Zahl dieser Gleichungen wird, 
wenn wir nicht auf die frühere Aufgabe zurückkommen wollen, 
nicht grösser als drei sein dürfen; der wichtigste Specialfall ist 
der, dass x, und Yọ gegeben sind, zwischen x, und y; aber eine 
gegebene Gleichung besteht. Geometrisch gesprochen, liegt dann 
die Aufgabe vor, von einem gegebenen Punkte nach einer ge- 
gebenen Curve hin die Curve zu ziehen, welche einen extremen 
Werth von J ergiebt. 

Zunächst muss man J auch im Falle der allgemeinsten 
Gleichungen (15) durch die Curve 01 zu einem Extremum machen 
im Vergleich zu den benachbarten Curven, welche dieselben 
Endpunkte haben; denn hält man diese, deren Coordinaten den 
Gleichungen (15) genügen, fest, so bleiben letztere erfüllt. Die 
gesuchte Curve muss also nothwendig, wenn sie die Eigenschaften 
des Bogens $ hat, ein Stück einer Extremale des Integrals J sein. 

Aber die Bedingungsgleichungen ergeben noch nähere Bestim- 
mungen für den Bogen 01. Es seien die Functionen gą in der 
Umgebung des betrachteten Werthsystems £o, Yo, %1, Yı regulär, 
die Grössen Lo 0%, öyo, ÒYı den Gleichungen: 
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(16) Ja (Lo + da, Yo + ÒYon Lı + 9%, Yı + ôy) = 0 


unterworfen. Man variire am Anfang des Bogens 01 ein Stück 02 
und am Ende ein Stück 31 in folgender Weise. Für ersteres sei 


ER. t a t 3 u t u ta 3 
is = (on): 
für letzteres 
t—t 


A8 ART 
be = (eh) Eh) 
für den mittleren Theil 23 sei 

dell, 

Die so für den ganzen Bogen 01 definirten Grössen öx, y 
sind nebst ihren Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetige 
Functionen von t, so dass die vom Punkte (x + òx, y + òy) 
beschriebene Curve X? ebenfalls die Stetigkeitseigenschaften des 
Bogens ® besitzt. Da nun ferner 


Aal = dr, dy|P = dy,, dx|! = dr, öy|! = dy,, 
der variirte Bogen ° also nach (16) ebenfalls den Grenzbedin- 
gungen genügt, so gehört derselbe zu den Curven, denen gegen- 
über die Curve 01 das Integral J zum Extremum machen soll. 
Die mit den bezeichneten Variationen dx, öy gebildete Grösse 
AJ muss also ein festes Vorzeichen haben, wie immer die Grössen 
Ò Lo OYo, ÒL, Öy, den Voraussetzungen (16) gemäss angenommen 
werden. 
Nun hat man nach $ 4 


1 
8J— F,öx + F,öy ? + | (Pòz + Qöy)dt, 
0 


also, da für die Extremale 01 die Gleichungen: 


Feen 
bestehen, 
òJ = F,öx + F,öy|, 
und weiter 


1 
Re dt foz òy, 82°, õy'hadt, 
0 
also bei den eingeführten Werthen von dx, òy 


AI = Frðs + Fyöyl,+ [to SY 921, dyıb- 
Dieser Ausdruck kann aber bei beliebigen, den Gleichungen (16) 
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unterworfenen Grössen ö%,, 0%, 0%,, ÔYı nach § 7 nur dann 
ein festes Vorzeichen besitzen, wenn stets aus den Gleichungen: 


O Ja O'da og EI er 
Te re ed 


die weitere 
— Fau — Fyl’o + Feliu, + Fylt = 0 
folgt; oder, wie man gewöhnlich sagt, wenn für alle den 
Gleichungen: 
oja 0 
genügenden unendlich kleinen Variationen die Gleichung 
Feòðs + Fyöy|, = 0 


besteht. Hierin besteht eine neue nothwendige Bedingung des 
Extremums bei der vorliegenden Aufgabe. 

Ist speciell der Anfangspunkt 0 vorgeschrieben, so dass dx, 
— Y, — 0, und der Endpunkt an eine gegebene Curve 


9 Vn) = 0 
gebunden, so lehrt das erhaltene Resultat, dass die Gleichungen 
Fz82 + Fyðy| = f — pfo Òr + fotey = 0, 

Er ET M PEN 

EA 8% + õy: öy — 0 
zusammen bestehen. Für die hierdurch definirte besondere Lage 
der Extremale zu der Curve g — 0 wollen wir die Bezeichnung 
transversal einführen. Haben überhaupt zwei von einem Punkte 
ausgehende Bogenelemente A, u nach den Coordinatenaxen die 
Componenten ôx, y und dx, pdx, und gilt die Gleichung: 


Fö2 + Fyðy = (f — pfh)de + fpðy = 0, 

so sagen wir, u liege transversal zum Element A, und jede 
letzteres enthaltende Curve werde von jeder u enthaltenden 
transversal geschnitten. In dieser Bezeichnung können wir folgen- 
des Resultat der durchgeführten Entwickelung aussprechen. Eine 
Extremale 01 kann das Integral J nur dann unter allen den 
Punkt 0 mit der gegebenen, den Punkt 1 enthaltenden Curve 
g — 0 verbindenden Curven zu einem Extremum machen, wenn 
die gegebene Curve im Punkte 1 von der Extremale transversal 
geschnitten wird. Dies gilt auch dann, wenn man die Extremale 
nur mit Curven vergleicht, welche die Eigenschaften des Bogens 
DB besitzen. 
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gT: 
Bei der Aufgabe I (§ 9) hat man 
Jad n N ET e FRE. RE x 
Eee nee 


die transversale Lage erfordert die Gleichung: 


æ'Òx + y'ðy = 0, 1 +p =o, 


und fällt mit der senkrechten zusammen. Die kürzeste von 
einem Punkte nach einer Curve gezogene Linie kann also, wenn 
sie die Stetigkeitseigenschaften des Bogens ® hat, nichts Anderes 
sein, als eine Normale der Curve. 

Aehnliches ergiebt sich bei der Sr II (89); man hat hier 


pre Yp 
= y VI + p, f — ; EAR y a 
Fey aT aT i i ang ah are 
also als Bedingung für transversale Lage 


ebenso wie in der Aufgabe I. 


Aufgabe VI. Die Rotationsfläche zu finden, welche mit fest 
liegender Figuraxe in einer Flüssigkeit fortschreitend in der 
Richtung der Axe den kleinsten Widerstand erleidet, wenn jedes 
Flächenelement einen Normalwiderstand erfährt, welcher der 
Grösse des Elementes und dem Quadrat der normalen Geschwindig- 
keitscomponente proportional ist. 

Ist die x-Axe die Rotationsaxe, ds ein Element des Meridians 
der gesuchten Fläche, so ist 27yds der Inhalt einer von zwei 
Breitenkreisen begrenzten Zone derselben. Ist ferner 0 die Nei- 
gung einer Normale der Fläche gegen die x-Axe, so hat man 

A = LOS 03 
v.cos() ist die nach dieser Normale genommene Componente der Ge- 
schwindigkeit, und der normale Widerstand, den die definirte 


Zone erleidet, ist der Grösse 
v2yds D = yds(vcos0)?, 


seine Componente nach der x-Axe der Grösse 


Kneser, Variationsrechnung. 3 
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vyas(72) 


proportional. Bei gegebenem Werth von v handelt es sich also 
darum, das Integral 


= dy yp’da 
ska [sas (38) = | ip 


zum Extremum zu machen. Da der Integrand von « frei ist, hat 
man die Integralgleichung: 


(17) f— Pf =— a, y= er 
Hieraus folgt 

d "AE 1 
ar) z=| =» 4 (ta tim) 


und man kann die für x und y erhaltenen Gleichungen als 
Parameterdarstellung der gesuchten Curve ansehen. Der Aus- 
druck für x zeigt, dass p im Endlichen weder verschwinden, noch 
unendlich werden kann. Lässt man p alle positiven Werthe 
durchlaufen, so erhält man eine Curve, die, wie die Gleichungen 
(18) dx a a(l -Fpp eo 3) dy S a(l ar p?) (p F 3) 
dp 2 p? dp 2 pt 

zeigen, für p = y3 einen Rückkehrpunkt besitzt, sonst aber 
überall y als reguläre Function von x definirt. Da ferner aus 
der letzten Gleichung leicht gefunden wird 

d? WR 2p 

de al+ pP)? — 3) 
so kehrt die Curve, wenn qa und damit y positiv ist, der z-Axe die 
concave oder convexe Seite zu, je nachdem p<Y3 oder p> y3 ist. 

Als eig für die transversale Lage findet man, da 


y p* u) = — 2p°y yp?(p® + 3) 
le OPF 
die Gleichung 
— 2pðx + (p? + 3)ðy = 0. 


Setzt man daher 
öy 
P=WPp, 5, = tgy, 

so dass y die Neigung der gegebenen Curve, ọ die Neigung der 
sie transversal schneidenden Extremale in irgend einem Punkte 
gegen die x-Axe bedeutet, so hat man 

FE 2tg p ug sin 29 i 

3 + tg? 2 + cos 29 
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Die transversale Lage hat also hier einen geometrisch weniger 
einfachen Charakter als in den Aufgaben I und II. Liegt eine 
Richtung transversal zu einer zweiten, so liegt diese im Allge- 
meinen nicht transversal zur ersten, was bei den erwähnten Auf- 
gaben der Fall war. 

Da ọ nur von Ņ allein abhängt, so ist klar, dass eine Gerade 
von allen zu ihr transversal liegenden Extremalen unter dem- 
selben Winkel geschnitten wird. 


Aufgabe VII. Die kürzeste Linie auf einer gegebenen Ober- 
fläche in krummlinigen Coordinaten darzustellen. 

Längs der Fläche seien xv, y, z reguläre Functionen der 
Gauss’schen Coordinaten p, Y; man setze 

E = 26 + Yp + 2p» 
F = tyty + YpYy F py, G = z + Yp + zh 
dann stehen zwei Linienelemente der Fläche, deren Componenten 
die Werthe 
dx = %dp—+xydy, dy = ypdp + yydy, dz = zydp—+zydv 
Òx = typ ryð yp, y = Yp p + Yyyð p, Öz = pð p+ zyðy 
haben, auf einander senkrecht, wenn 
dx + dyðy + dzðz = 0 


Edyöp-+ F(dyðy + dyg) + Gdyòðy = 0, 
Setzt man ferner mit positiver Quadratwurzel 


© (ọ, y, dy, dy) = VEd g? + 2 Fdpdy + Gay, 

so ist das Längenintegral 
J= [Olp v p', y')dt 

zum Minimum zu machen. Die Bedingung der transversalen 
Lage ist 
Dpp + Dpp = 0, (Ep + Fw)d8p + (Fp + Gw)du = 0, 
fällt also, wenn man mit dt multiplicirt, mit der Bedingung des 
senkrechten Schnittes zusammen. Die Gleichungen der Extremalen, 
d. h. der geodätischen Linien, sind leicht zu bilden. 


oder 


$ 12. 


Die Argumentation des $ 10 liefert auch nothwendige Be- 
dingungen des Extremums in dem Falle, dass der Integrand von 
den Integrationsgrenzen abhängt, dass also das Integral 

3* 
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1 
Je f EF (g, Y, a2 i, % Yo, Tis yı)dt 
0 


zu einem Extremum gemacht werden soll bei den Bedingungs- 
gleichungen 


(19) In (to Yos X1, Y1) = 0; 
dabei nehmen wir an, dass F auch in Bezug auf die letzten 


vier Argumente an den betrachteten Stellen ebenso wie ga regulär 


sei. Dann ist offenbar 
J+ 4J 


iy 
=| F+ òr, y+ òy, L'H òL, yòy’, +08... Yı + òy )dt; 
u‘ 


variirt man zunächst so, dass die Endpunkte festbleiben, so er- 
hält man wie in § 10 das Resultat, dass die gesuchte Curve 
eine Extremale des Integrals J sein muss, wenn in diesem x, 
und %,, zı und y, als Constante betrachtet werden. Dann folgt 
aus den Gleichungen der Extremalen 


1 
[at(F.ö= + F,öy + Fròs' + F,öy) = 
!. 


und der obige Ausdruck für 4J wird 


1 1 
EIER Fyöy|, + ôn | Fandt +- + òn | Fandt 
0 0 0 


4 


+ | dt[da, ... öy, 62, ... dyıl- 


0 


Bestimmt man also speciell öx, öy so wie in § 10, so ergiebt sich 
1 1 
AJ = Fyz + F,öy ? +52, | Fudt +. + öy, | Fudt 
0 
0 0 


+ [ò to, -n Ò Y1 l2- 
Soll diese Grösse bei allen mit den Gleichungen (19) ver- 
träglichen Werthsystemen 8%, ..., ÔYı ein festes Vorzeichen 
haben, so lehrt der allgemeine Satz des $ 7, dass bei den Vor- 
aussetzungen 


tan + on + sy = 0 


die a g 
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vòt + Fyöy | +02 Eur. ton [ame 


bestehen muss. 


Aufgabe VIII. In einer verticalen Ebene die Brachistochrone 
zu finden, d. h. die Curve, welche ein schwerer Punkt, wenn er 
auf ihr zu bleiben gezwungen ist, in der kürzesten Zeit durch- 
läuft. Die Endpunkte der Curve seien gegeben oder auf ge- 
gebenen Curven beweglich. 

Bei der Bewegung eines schweren Punktes von der Masse 
Eins auf einer vorgeschriebenen Curve, welche als glatt voraus- 
gesetzt wird, gilt die Gleichung der lebendigen Kraft in der Form 

z = gx + const., 
wenn v die Geschwindigkeit, g die Constante der Schwerkraft 
und die + x-Axe vertical abwärts gerichtet ist. Hat man also 
im Anfangspunkte 0 die MEA VIE Vo, So ist 


v n 
TE + const, — = g(& — %) + — 
oder 
v= V29(€ — 0), = — 5, 


und die Fallzeit hat, wenn ds das Bogenelement der gesuchten 
Curve ist, den Ausdruck 


| Sen ige = | var. 
Y29@— a) JYV29@ — a) 
Für die Extremalen dieses Integrals ist, da F von y frei ist, 
a. ._:dy 1 _ 4 y pane z — U 
(20) V29 Fy = 7, neper VW dx Var (x — a)’ 
und die erste Gleichung zeigt, dass die a c? (x — œ) zwischen 
0 und 1 liegt. Man kann daher setzen 


c2 (2 — a) = sin? 4 æ — œ = a (1 — cosu), 2a® =]; 


5 ’ 
dann werden die Gleichungen (20) durch die Annahme 
; j1 — cosu 
dy = asinu ] Er a A — cosu)du, 


—b alu — sinu 
erfüllt. j a y ) 
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Die Extremalen sind also Cykloiden, welche durch das Rollen 
eines Kreises von beliebigem Radius auf der festen Horizontalen 
æ = u erzeugt werden. 

Jetzt sei die Aufgabe genauer dahin präcisirt, dass die 
Gleichungen 

9 Yo) = 0, h (£, Yı) = 0 

festgesetzt werden, d. h. der Punkt soll von einer gegebenen 
Curve nach einer anderen fallen, ohne dass die Endpunkte vor- 
geschrieben sind. Die Anfangsgeschwindigkeit v, und damit « 
sei irgend wie als Function von &,, Yọ gegeben; der natürliche 
Specialfall wird offenbar sein 


(21) en RE 7 

Die nn lehrt dann, dass bei den Voraussetzungen 
= oh 

(22) ze I HE w kr u rd 

die Gleichung 

a a 6% En 


0 


ty ETE ETAT 
1 


T 
RT E E T re 
+). atòn |< ô (tl) 
0 


0% yr — 0% AE u 


0 
besteht, da F von x, und y, frei ist. Setzt man zunächst 
Òx, — Yy = 0, was mit den Gleichungen (22) vereinbar ist, so 


ergiebt sich 
x's + y'ôy|! = 0, 
d. h. die Curve h — 0, auf welcher der Endpunkt 1 liegen soll, 


muss von der Extremale senkrecht geschnitten werden. 
Weiter ist 


1 1 
ò CETORI da f 1yr’ + y’dt 

EA er yx — « — 0 Lo ) 2 (Vx — a)’ 
0 0 


__ 2 (2 (Er ELEN) at 
9 | 0% Ye— y 
0 


Da nun für die Extremalen die Gleichung 


Pe Rio oT aa ($E T) 
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besteht, so kann der erhaltene Ausdruck geschrieben werden 
1 00 
0% 


=! ow x R — g 

om yra Hyaa eo, Ve yt ya ah 

und die Gleichung (23) nimmt mit Rücksicht auf die entsprechende 

für den Factor von y, durchzuführende Rechnung folgende 
1 x 


Form an: 
00% 0“ 
Be a 64-6 fr 
er 2} y’? yr— Gk " O Yo ” 


cd + yöy 
Bei der speciellen Annahme (21) ZN man hieraus: 


I 


(aF y Ye—alı 


x 1 y'Òy 1 
yx? 4 ya Teer ( 1 AE e ae. Vale 
Nun giebt die erste Gleichung (20) 
FERIEN TRATEN — 0; 
ya Fyt ye — ul 
also folgt 
rel | (yı —dyY)—0. 


Setzt man daher, was den Gleichungen (22) nicht widerspricht, 
0% = Ô yı = 0, so ergiebt sich 


d 


1 
Ô Yo = 0, 


1 y' 
CETA Try 
d. h. die Tangente der Extremale im Punkte 1 und die im 
Punkte 0 berührende Tangente der Curve g — 0, d. h. des Ortes 
der Anfangspunkte, schneiden sich unter rechtem Winkel. 


Die Annahme 
= 0 u = VA 
würde dagegen ergeben, dass die Extremale auf beiden Curven 
g = 0, h = 0 senkrecht steht. 


8 18. 
Die Entwickelung des $ 8 ist ohne Weiteres auf den Fall zu 
übertragen, dass das Integral 
= fje Y, Z A] ae ..)de = [Fe RE A I EEF 
dessen Integrand beliebig viele, etwa m — 1 unbekannte Functionen 
von x enthält, durch passende Bestimmung derselben zu einem 
Extremum gemacht werden soll. Analog den früheren Voraus- 
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setzungen über die Natur der gesuchten Curve nehmen wir hier 
an, dass längs der gesuchten einfachen Mannigfaltigkeit im Ge- 
biet der Grössen z, Y, Z, ..., w diese sämmtlich als stetige, mit 
stetigen ersten und zweiten Ableitungen versehene Functionen 
von ¢ darstellbar seien. Dann braucht die in $ 8 gebrauchte, 
specielle Variation nur in der Form 

abe. = Ôw = 0, y = e (ty — t)? (t — t)’ 
geschrieben zu werden, und in der Bezeichnung des § 6 erhält 
man, wenn man nach einander z, z, ..., w an Stelle von y treten 
lässt, die Gleichungen 

Eine Modification dieser Betrachtung wird nöthig, wenn 
zwischen %, Y, 2,..„ w eine Anzahl von endlichen Bedingungs- 
gleichungen bestehen, etwa 
(24) DER 
deren linke Seiten in der. Umgebung aller in Betracht gezogenen 
Werthsysteme regulär sind. Dann hat man für die m Variationen 
die n Relationen 


Ial® + dr, e. W — òw) == 
E 2I x 
er oc +: + Te ôw + [ô x, ... dw] = 0, 


aus denen man, wie wir annehmen wollen, n Variationen als 
Potenzreihen der übrigen m — n ausdrücken kann; erstere nennen 
wir die abhängigen, letztere die unabhängigen Variationen. Sind 
letztere mit ihren ersten beiden Ableitungen stetige Functionen 
von t, und enthalten sie einen constanten Factor £, so haben 
auch die abhängigen Variationen die Form [e]. Nun kann man, 
indem man unter l, beliebige Grössen versteht, aus den Glei- 
chungen (25) schliessen 
1 


O Ja O9 \ u 
[at [i (£ Be u) + EAA ðw) | o 
0 


(25) 


also nach § 6 
1 


aJ = Feögt+ + Fwðw| + | at [òz(P+Eh +... 


a 
% 
0 


1 
+ 8w (w it + | at[ðs, òa’, -n 0%, dw); 


0 
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bestimmen wir die Grössen la so, dass unter dem ersten Integral- 
zeichen rechts alle abhängigen Variationen verschwinden, so 
erhalten wir für die n Unbekannten lą ebenso viele lineare 
Gleichungen, deren Determinante zufolge den über die Gleichungen 
(24) gemachten Voraussetzungen nicht verschwindet. Gehören 
òx, öy zu den unabhängigen Variationen, so variire man y nach 
$ 8, indem man die übrigen unabhängigen Variationen ver- 
schwinden lässt; dann erhält man bei der angegebenen Wahl der 
Grössen l, 


Pe | dt (0 = Èh X —a)’ (t — t)? + [el 


und, wenn diese Grösse ein festes Vorzeichen haben soll, 

Q Xh an — 0. 
Die analogen Gleichungen erhält man für alle diejenigen der 
Grössen xv, Y, ..., W, deren Variationen unabhängig sind; für die 
übrigen hat man diese Gleichungen schon zur Bestimmung der 
Grössen lı, angesetzt. 

Eine nothwendige Bedingung dafür, dass der betrachtete Zu- 
sammenhang der Grössen x, Y, ..., w bei den Bedingungen (24) 
das Integral J zu einem Extremum mache, besteht also darin, 
dass Grössen l, existiren, für welche die Gleichungen 


<] DJa 09a = DJa 
| NS — Le Y Å— ..s W +2 [e 
P = jk E 7 = 0, Q $ (i k —; 0, 3 ha Dw P 0 


gelten. 


Aufgabe VII(§11). Die Gleichung der gegebenen Fläche sei 


(26) 9% Y, 2) = 0; 
dann ist das Bogenintegral 
1 


1 
z5 f yda + dy? + dz? = f ds, 
0 ò 


und nach § 4 hat man 
1 


ATOT + | (dx, dy, öz, 80, òy’, òr'hdt 


0 


= GE òs +24 8, +5 | 
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Ai los (F + (W +3:(7) lb ES, 2)! dt 
0 
Andererseits giebt die Gleichung (26) 


1 
— (189 eg 09 |z Ä 
o= | [20.48 òy + z [ô x, ôy, d2], i ldt, 
0 


also allgemein 


false] 


+34 (4 Ny 2a] + az AG g) i CL| ðs n 2h). 


Nimmt man daher z als abhängige Variation, und bestimmt / 
durch die Gleichung 

dz\' Gani 

E) +r =0, 


so ergeben sich die weiteren Gleichungen 


dyN' os ar 007 
Ei Ba ieh 


Ist v die Hauptnormale der gesuchten Curve, n die Normale der 
Fläche (26), so sind die ersten Glieder auf der linken Seite dieser 
drei Gleichungen den Grössen cos (væ), cos (vy), cos (vz), die 
zweiten Glieder den Grössen cos (nx), cos (ny), cos (nz) pro- 
portional; die Geraden n und v fallen also zusammen. 


dx 
NI= det 
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Hinreichende Bedingungen des Extremums bei der 
einfachsten Aufgabe. 


8 14. 
Durch die Gleichungen 


(27) © = E(t, a), y = (t, a) 
werde eine Schar von Extremalen des Integrals 
J= | F(a, j a yat = | J(e, y, p)dz 

dargestellt; gehört das Argumentsystem (t, a) einem Gebiete (W) 
an, welches durch die Ungleichungen 

FARAN ETET 
definirt sei, so seien die Functionen é, n regulär, die Grösse 

en u y? = EE + nè 

von Null verschieden, und die Function F in den durch die 


sämmtlichen Elemente der Curven (27) definirten Stellen (£, y, 
x y') regulär. Speciell werde durch die Gleichungen 


= E(t, to), y = n (t, ao), 
wenn man ¢ von t bis T laufen lässt, ein sich selbst nicht 
schneidendes reguläres Stück einer bestimmten Extremale © 
definirt, welches durch ® bezeichnet werden soll; längs desselben 
gehören dann zu verschiedenen Werthen von ¢ verschiedene 
Punkte, zu jedem Punkte also ein eindeutig bestimmtes System 


(t, to). 
Führen wir die weitere Voraussetzung ein, dass die Grösse 
u A. 
ra D(t, a) un Eu Nt 


im Gebiete (Ñ) von Null verschieden sei, so bilden, wie wir sagen 
wollen, die Gesammtheit der diesem Gebiete entsprechenden Stücke 


www.rein.org.pl 


44 Dritter Abschnitt. § 14. 


der Curven (27) ein Feld des Bogens ®, und heissen die Extre- 
malen des Feldes. Ist dann (t,, a,) irgend eine Stelle im Inneren 
von (N), und setzt man 


at Dez) E(t, &ı), J= n (h, a), 

so können die Gleichungen (27) in die Form 
(28) x — z, = [t — h, a — ah, y — yı = [t — t, a — alı 
gebracht und, da /(t,, a,) die Determinante der rechts auftreten- 
den linearen Glieder ist, nach t — t, und a — a, aufgelöst wer- 
den; man erhält dabei Ausdrücke 
(29) t— t = [t — t, y — Yih a — a = [£ — 2, Y — Yılı. 
Setzt man speciell a, = a,, so ist t, wie bemerkt, durch den 
Punkt (z,, y,) eindeutig bestimmt; dasselbe gilt daher von den 
Entwickelungen (28) und ihren Auflösungen (29). Letztere definiren 
in der Umgebung des Punktes (z1, yı) die Grössen t, a als 
reguläre Functionen der Coordinaten; dieselben sind daher auch 
regulär und eindeutig bestimmt innerhalb eines gewissen, den 
Bogen ®B umfassenden Gebietes, z. B. der Fläche &, welche ein 
Kreis von hinreichend kleinem, constantem Radius ọ überstreicht, 
wenn sein Mittelpunkt den Bogen ® durchläuft. Ist in diesem 
Gebiet & die obere Grenze der durch die Gleichungen (29) definirten 
Grössen |t — t,| und |a — a|, so wird € mit ọ zugleich unend- 
lich klein, kann also jedenfalls kleiner als y angenommen werden. 
Macht man sodann, die Ausdehnung des Feldes beschränkend, 
y = &, und ersetzt das Intervall von t bis T durch das von t— e€ 
bis T -+ ge, wodurch, wenn & hinreichend klein ist, die Eigen- 
schaften des Gebietes (A) nicht beeinträchtigt werden, so wird 
das Gebiet © von den durch die Gleichungen (29) dargestellten 
Extremalen des Feldes genau einfach bedeckt. Wir werden bis- 
weilen die Fläche & als Feld des Bogens ® bezeichnen, obwohl 
sie streng genommen von verschiedenen durch Gleichungen (27) 
definirten Feldern bedeckt sein kann. 

Jetzt sei 6, eine im Inneren des Feldes reguläre, vom Punkte 
0 durchlaufene Curve und ihre Gleichung sei 

g (£o, Yo) = 0. 
Dann liegt der Punkt O in jeder seiner Lagen innerhalb des 
Feldes auf einer bestimmten Extremale desselben, und bestimmt 
daher in eindeutiger Weise ein Werthepaar tọ, a, für welches die 
Gleichungen 
£o = E (to, A), Yo = N (to, 4), 
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mithin auch 

glé (to a), n (to, a)] = 0 
bestehen. Dem Schnittpunkte der Curven © und @, entspreche das 
Werthsystem too, @,, so dass 

g [È (too, ao), n (too, @)] 0; 

dann kann die vorige Gleichung, da g, &, n reguläre Functionen 
ihrer Argumente sind, geschrieben werden 

[to — bo 0a — a |ı = 0 
und es ergiebt sich aus ihr für die Umgebung des Werthe- 
paars tjo, ao: 

to — too = [a — ah, 
sobald die Ableitung der linken Seite nach 4, für te = toos 
a — a, nicht verschwindet. Diese Ableitung ist aber 


ò Hg 0 

Dt glé(t, a), n (t, a)] == Jogi + JyNt|s 
kann also nur verschwinden, wenn eine der Gleichungen 

& Jy’ Mt Js 

besteht, d. h. wenn die Curve G, im Punkte O von der durch 
diesen gehenden Extremale des Feldes berührt wird. Schliessen 
wir dies aus, so ist die Grösse t, eine reguläre Function von a; 
daher ist das Integral 


t 
— | FE, N» Et n) dt 
to 
eine auf dem Felde überall reguläre Function von t und a. Be- 
zeichnen wir den Punkt (t, a) durch 1, so ist nach unserer Be- 


zeichnungsweise 
1 


u = j Fdt = ir 
0 
durch den Strich über J werde fortan angedeutet, dass längs 
einer Extremale des Feldes integrirt ist. 
Differenzirt man u, so ergiebt sich, da die untere Grenze tọ 
von a abhängt, 


© r 
SE = FGE m ëa 1) = Ẹ Fo + ME, 

30 t 

; ; oa OBE dA N O F(E, n, En ne) 4 
2a da 2a 


to 
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plih 


al ee 


(30) mp! = 


eh Fota + Fy "Ma |, 


t 
+ IR — Fa) ba + (Fy — Fy)naldt. 
to 
Hier verschwindet das Integral, da man, wenn z = #, y = ņ\ 
gesetzt wird, eine Extremale erhält; es ergiebt sich also 


schliesslich 
od > 


ou 
(31) Mr T a ea 
oder, da F = x'Fy + y Ei 
ou _ 5 1 dta dtp 
TEA. Feba + Fyna| F Fo (ta a ETE) = Fy (iu + BT, 
Setzt man: 
Depa pa PRS TAA eii da, 


so sind diese Grössen die dem Fortgange auf der Curve @, ent- 
sprechenden Differentiale, und man erhält 

82) da= Fria + Fy na| da — Fa De — Fy Dy P- 

In su Formeln sind natürlich é, n, én ns die Argumente 
der Functionen F, Fyn Fy. 


§ 15. 


Da jede im Felde reguläre Function von t und a auch als 
reguläre Function von x und y dargestellt werden kann, so gilt 
dies auch von den Grössen 


Fr(&, N, Et nt), Fy($&, N» Eu nt); 
verschwinden dieselben nicht beide, so definirt die Gleichung 


(33) Fol, n, & n) De + Frl &5 n) Dy = 0 
entweder Dy: Dx oder den reciproken Werth als reguläre Function 
von x und y; man erhält daher in dem betrachteten Punkte ein 
reguläres Curvenstück 6,, welches von den Extremalen des Feldes 
transversal geschnitten wird. Die Grössen Fy und F, verschwin- 
den aber, der Identität 

«Fo» + y' Fy = F 
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zufolge, nur da gleichzeitig, wo auch die Grösse F' verschwindet; 
ist dieselbe längs der Curve © überall, was wir voraussetzen 
wollen, von Null verschieden, so kann die Curve 6, von einem 
beliebigen Punkte des Bogens ® aus gezogen werden. Beschränkt 
man die Curve 6, und das Feld nöthigenfalls, so kann man, da 
a und ¢ reguläre Functionen der Coordinaten sind, erreichen, 
dass jede Extremale des Feldes der Curve ©, ein einziges Mal 
begegnet. Offenbar findet dann auch keine Berührung zwischen 
den Extremalen und 6, statt, da bei einer solchen die Gleichung 
&Dy— Dr = 0 
bestehen, also der Gleichung (353) zufolge wiederum die Grösse 
F(E, n, &, n) verschwinden müsste, was bei hinreichender Be- 
chränkung des Feldes auf keiner Extremale desselben eintritt. 


A D Die Formel (32) wird jetzt einfach 
òu 


T ee x 
ca BIBLIOTEKA > ga Frdat Forma 


a hieraus folgt nach (30): 


(34) du = Fz(&dt + ada) + Fy(mdt + nda) 

= F„dxe + Fydy, 
wobei unter den Functionszeichen Fw, Fy, wie oben, die Argu- 
mente £, n, és q: eingesetzt zu denken sind. 

Diese Gleichung gilt auch unter gewissen Voraussetzungen 
noch, wenn die Curve @, sich in einen Punkt 0 zusammenzieht, 
durch welchen alle Extremalen des Feldes hindurchgehen. Dann 
hat man die Gleichungen 


zo = È (to a), Yo = N (to; 4), 
wobei der Werth von t für die, verschiedenen Extremalen des 
Feldes verschieden sein kann. Ist er z. B. i,, für die Curve © und 
sind die Functionen &, n an der Stelle (too, ao) regulär, die 
Grösse & + n? aber auch hier von Null verschieden, so kann 
aus einer der letzten beiden Gleichungen tọ als reguläre Function 
von a berechnet werden, für welche die Gleichungen 


dt di 
(35) &(to, a) =: + éa (to, a) = 0, lo, a) Te + nalto, a) = 0 
bestehen. Aus diesen folgt offenbar 
A (to, a) = 0, 
so dass der Punkt 0 selbst dem Felde nicht mehr angehört, und 
der Bogen ® nur beliebig nahe an denselben heranreichen kann, 
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ohne dass die durch ihn gehenden Extremalen aufhören, das 
Feld des Bogens ® im Sinne der obigen Definition zu bilden. 
Setzt man nun 


u = | F(&, N, Eu, n.)dt 


und nimmt an, dass F auch in den vom Punkte O0 ausgehenden 
Elementen der Extremalen regulär sei, so erhält man genau wie 
oben die Formel (31), und die Formeln (35) ergeben wiederum 
den Ausdruck (34) für du. Dieser bleibt in manchen Problemen, 
wie specielle Betrachtungen zeigen, richtig, auch wenn die soeben 
für den Punkt 0 eingeführten Voraussetzungen ungültig werden, 
z. B. F und die Extremalen in diesem Punkte singulär sind; nur 
muss natürlich das Integral u seinen Sinn und endlichen Werth 
behalten. Die Gültigkeit der Formel (34) werde im Folgenden 
immer als nachweisbar vorausgesetzt, wenn wir ©, in einen Punkt 
zusammenziehen, 

Da die Curve Œ, von jedem Punkte des Bogens ® ausgehen 
kann, so definirt die Gleichung 

du = Fyd- F,dy=0, u = const., 
an jeder Stelle des Feldes eine Curve 6, von derselben Be- 
schaffenheit wie @,, welche im veränderlichen Punkte 1 von den 
Extremalen des Feldes transversal geschnitten wird; dabei ist die 
Grösse J,,, wenn O und 1 derselben Extremale des Feldes an- 
Fig. 1. gehören, und ersterer Punkt die Curve 

©, durchläuft, constant. Grenzt man 
also auf den die Curve ©, transversal 
schneidenden Extremalen des Feldes 
solche Bögen 01 ab, dass die Integrale 
J,ı denselben Werth haben, so ist der 
Ort der Punkte 1 wiederum eine re- 
guläre Curve, welche von den Extre- 
malen des Feldes transversal geschnitten 
wird. (Vergl. Fig. 1, in welcher, wie 
auch bei den meisten späteren Figuren, die Extremalen als 
Gerade erscheinen, die transversale Lage durch rechtwinkeligen 
Schnitt angedeutet ist.) 

Man erkennt in dem erhaltenen Resultat die Verallgemeine- 
rung des bekannten Satzes von Gauss, dass eine Schar gleich 
langer geodätischer Bögen, welche auf der ihre Anfangspunkte 
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enthaltenden Linie senkrecht stehen, auch den Ort ihrer End- 
punkte unter rechtem Winkel schneiden; denn ($ 11) bei den 
geodätischen Linien fällt die transversale mit der senkrechten 
Lage zusammen. 


§ 16. 


Der Integrand F(x, y, «', y') sei regulär und von Null ver- 
schieden, etwa positiv, entweder a) in allen der Richtung wachsen- 
der t entsprechenden Elementen des Bogens X, oder b) in allen 
von Punkten desselben nach beliebigen Richtungen ausgehenden 
Linienelementen. Diese Eigenschaften behält die Function F im 
Falle a) für alle Elemente, welche von Punkten des Feldes aus- 
gehen und gegen die bezeichneten Elemente des Bogens ® hin- 
reichend wenig geneigt sind, im Falle b) für alle von Punkten 
des Feldes ausgehenden Elemente, vorausgesetzt, dass das Feld 
hinreichend beschränkt wird. Denn nach $ 3 kann man für jedes 
einzelne Linienelement annehmen 

+ y?=]1l, "= 009, y = sing; 
dann ist ø die im positiven Drehungssinne ($ 4) gemessene Neigung 
des Elements gegen die + x-Axe, und F eine reguläre Function 
von z, Y, p, wenn F(x, y, &', y') in dem durch x, y, ọ charakteri- 
sirten Linienelement regulär ist. Hieraus folgt die ausgesprochene 
Behauptung, da eine an einer Stelle reguläre Function diese 
Eigenschaft für eine gewisse Umgebung der Stelle behält. 
Bei der engeren, wie der weiteren Voraussetzung ist nun 


2u S F(E, m Ën mi) 

innerhalb des Feldes von Null verschieden; für jedes diesem an- 
gehörige Werthsystem (t, a) kann man daher, wenn die Curve ©, 
wie bisher von den Extremalen des Feldes transversal geschnitten 
wird, aus der Gleichung 


u = | F(E; N, Éi n.)dt 


die Grösse t und damit auch x und y als reguläre Functionen von 
u und a berechnen; da die Functionaldeterminante 


oft, a) _ „ou 
ou, a) 0 
von Null verschieden ist, so gilt dasselbe von 
Kneser, Variationsrechnung. 4 
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cu, a) o(t, a) ò(u, a) ot F(&, n, &, ne) 
Denkt man sich die Ausdrücke von x und y durch ù und a in 


die Function F(x, y, dæ, dy) eingeführt, und setzt 
dv 


0 = a —_$ 
’ du i 


so ergebe sich 
F(x, y, dx, dy) = G (u, v, du, dv) = g (u, v, s)du, 
J = f G (u, v, wW, v')dt; 
dann ist @ und nach § 5 auch, so lange du nicht verschwindet, 
g(u, v, s) in denselben Linienelementen wie F regulär. 
Längs der Extremalen des Feldes ist nun 
= am eosi s—=d, 
und da F positiv ist, so wächst « in der Richtung wachsender t; 
man hat also 


1 1 
u =.) G (u, v, du, 0) = f g (u, v, 0) du, 
0 0 


wobei die Function g einem positiven Werth von du entsprechend 
zu bilden ist. Differenzirt man nach u und bedenkt, dass 0 als 
Schnitt der Curve @, und einer Linie v = const. von u unab- 
hängig ist, so folgt die Identität 
t =g (u; v, 0), 
oder für du > 0 
G (u, v, du, 0) = du. 

Eine weitere Bestimmung der Function g ergiebt sich, wenn 
die Thatsache, dass nach § 15 alle Linien u — const. von den 
Extremalen v — const. transversal geschnitten werden, in den 
Variablen u, v ausgedrückt wird. Stellen nämlich die Werth- 
systeme 

L, ya,yı U, V, W, V, 
in welchen die Ableitungen nach einem beliebigen Parameter ge- 
nommen sind, dasselbe Linienelement dar, so gelten die Identitäten 


EE e NEG w, v), 
 —= uU + mV, y = YywW + yV, 
W = Ust F Uyyy V = ur Hoy, 
und man kann die erste derselben nach x’, y' differenziren; es 
ergiebt sich dann 
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òw 
OL 
Andererseits hat man für den Fortgang in beliebiger Richtung 
Dg = t,Du + t Dv, Dy = yu Du + yi Dv, 
also folgt die Identität 
Fẹ Dx + Fp Dy 
= (Gu (Uz Lu + Uy Yu) + Gy (Volu -L Vy Yu), Du + ..., 


oder, da offenbar 


Fo = Gu + ut en Fy = ty Gw + 0y Gn 


ou Ov 
Du = U,%u + Uy Yu = 1, du = Vgztu + Vy Yu = 0, 


und noch zwei ähnliche Gleichungen bestehen, die Identität 
Fẹ D£ + Fy Dy = Gw Du + Gy Dv. 
Diese Grösse verschwindet nach § 15, wenn D den Fortgang 
längs der Curve u — const. bedeutet, die Ableitungen aber sich 
auf die Extremalen des Feldes beziehen; es muss also die Gleichung 
Gwu Du + Gy Dv = (g — sg) Du + gDv—0 
durch die Annahme s = 0, Du = 0 erfüllt werden, und es er- 
giebt sich 
gi, w OEEO 
Die Taylor’sche Entwickelung der Function g erhält also, dem 
gefundenen Werth g (u, v, 0) zufolge, wenn 0 der Strecke von O 
bis — 1 angehört, die Form 


(87) gC v, s) = 1 + $ goalth 0, 08). 


Diese Gleichung gilt bei der Voraussetzung a), so lange |s| eine 
gewisse positive Grösse nicht übersteigt, bei der Voraussetzung b) 
aber für jeden endlichen Werth von s. Fig. 2. 
Offenbar bleibt die bisherige Entwicke- 
lung gültig, wenn 6, in einen Punkt de- 
generirt. 

Es sei nun (Fig. 2) 12 irgend ein 
dem Felde angehöriger Bogen H, 0 wie 
bisher der Schnittpunkt der ihn ent- 
haltenden Extremale © mit ©o, 3 ein 
fester Punkt der letzteren Curve, welcher 
mit 2 durch eine Curve Q verbunden sei. Diese verlasse das Feld 
nicht; längs ihrer seien x, y solche Functionen eines in der In- 
tegrationsrichtung wachsenden Parameters r, dass das Integral 

4* 
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e dad : E A 
TEH e | E(a, Y 77 IE) U | G(u, v, Tr T)ar 


einen bestimmten endlichen Werth hat, und die Gleichung 


(38) E dtii 


besteht. Alsdann ist offenbar 


2 
í du dv du 
a | [eu n o E) Te ]ar: 
3 


sobald A positiv ist, kann der Integrand nach (37) geschrieben 


d 
werden 
s? du 
(40) F Iss (u, v, 0S) T 
ist i negativ oder Null, so ist der Integrand, ebenso wie G, 


positiv. 

Um über das Vorzeichen dieses Integrals zu entscheiden, 
braucht man die Function g nicht zu bilden, was oft schwierig 
wäre, sondern kann von den obigen linearen Beziehungen zwischen 
x, y, w, v ausgehen; die zweimalige Anwendung derselben 
ergiebt 

02@G 


ie 2 ; 
Ogi == Gy eG Fa» + 2 Fo y Xo Yv + Ergi 


Nun folgt aus der Identität 
F = d Fa + y' Fy, 
indem man nach &’ und y’ differenzirt, 
2 Fow + Y Fey = 2 Fyw + y Fyy = 0; 
bedenkt man, dass x’ und y' nicht beide verschwinden, so folgt, 
dass eine der Grössen 
Egat s Foypie'? 
einen endlichen Werth F, (z, y, x’, y') hat, für welchen die 
Gleichungen 


' r dx 
Foo = Fiy’, Fey = — t'y F, Fyy =x? Fp Fidt = fede 


bestehen. Substituirt man diese Werthe in den Ausdruck Gy», 
so ergiebt sich 
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Gyr = Fiy — pa)”, 
und da 
a! 
G=wg (u, v, z) 
so folgt für nicht verschwindende w 


ur N —n CA y' Fr Yy 2), 
oder nach den zwischen v’, y' und u', v' bestehenden linearen 
Gleichungen ; 
tun 9 = Fi (8o Yu — Lu Yu)’, 
und die rechts erscheinende Klammer ist nach (36) von Null 
verschieden. 

Es werde nun für jeden der Fälle a) und b) vorausgesetzt, 
dass F, ein constantes Vorzeichen habe und nicht verschwinde in 
eben den Linienelementen, für welche in jedem dieser Fälle F 
regulär ist. Eine Betrachtung, wie die am Anfang dieses Para- 
graphen durchgeführte, zeigt, dass die angegebene Eigenschaft 
von F, im Falle a) nur für die Elemente des Bogens ®, im 
Fall b) nur für die von seinen Punkten ausgehenden Elemente 
vorausgesetzt zu werden braucht. Längs dieses Bogens ist s = 0; 
übersteigt also |s| längs der Curve Q eine gewisse Constante 
nicht, so haben bei der Voraussetzung a) die Grössen 


03 
Is: (u, v, 05), | 5 Is; (u, v, Os)du 


dasselbe Vorzeichen wie F}, und w bleibt stets positiv; die Grösse 
du dv du 

(41) G(u, v, Tr Te) u 

ist stets in der Form (40) darstellbar und hat ebenfalls das Vor- 


zeichen mit F} gemein. Sobald dagegen 4 stellenweise aufhört, 
positiv zu sein, werde die Voraussetzung b) eingeführt; dann gilt 


für w > 0 die Gleichung 
2 12 
G (uw, v, w, v) — w = ` Jaa (t, v, OSU = sy Jss (W, V, 05). 


Dreht sich daher das Linienelement (u, v, w, v") um einen festen 
Punkt und convergirt « von der positiven Seite her gegen Null, 
so nähert sich die linke Seite der Grenze @ (u, v, 0, v’) an, 
während die rechte das Vorzeichen von F\ hat; letzteres muss 
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also mit dem des Integranden @ oder F, welchen wir als positiv 
voraussetzen, übereinstimmen, d. h. auch F, ist positiv. Die 


Grösse (41) ist also bei positiven Werthen is positiv und ver- 
schwindet nur für s— 0; bei negativen oder verschwindenden 
Werthen 2 ist sie offenbar positiv. Dasselbe gilt daher von der 
Differenz Jz — Joa, sobald die Gleichung (38) richtig ist und 
die Integraldarstellung (39) einen Sinn hat. 


8 17. 


Der Begriff des Extremums muss genauer bestimmt werden 
durch Angaben über die Gesammtheit aller derjenigen Curven, 
welche man zum Vergleich heranziehen will. Die allgemeine 
Vorstellung eines Extremums bringt es mit sich, dass man zunächst 
benachbarte Curven vergleicht; für die Nachbarschaft führen wir 
folgende Definitionen ein. Ist 12 irgend ein ı ein ebener Bogen, und 
liegt der Bogen % ganz im Inneren derjenigen Fläche, welche 
von einem Kreise mit constantem Radius ọ bedeckt wird, dessen 
Mittelpunkt den Bogen 12 durchläuft, so sagen wir, alle Curven 
Q, für welche die zugehörigen Grössen ọ eine gewisse Constante 
nicht übersteigen, gehören einer weiteren Nachbarschaft des Bogens 
12 an. Giebt es noch eine positive Constante ọ, von der Beschaffen- 
heit, dass jede Tangente des Bogens X mit mindestens einer des 
Bogens 12, deren Berührungspunkt von dem der ersteren um 
weniger als o entfernt ist, einen Winkel bildet, der kleiner als 
0, ist, so sagen wir, der ach Q liege in engerer Nachbarschaft 
des Bogens 12, sobald ọ und ọ, unterhalb gewisser Constanten 
verbleiben. Diese Definitionen können offenbar auf Raumcurven 
sofort übertragen werden. Ist ferner die Differenz der längs 
beider Bögen gebildeten Integrale J von constantem Vorzeichen, 
sobald Q in einer weiteren Nachbarschaft des Bogens 12 liegt, so 
sagen wir, der Bogen 12 ergebe ein starkes Extremum des 
Integrals J. Hat dagegen jene Differenz ein festes Vorzeichen 
nur dann, wenn £ in einer engeren Nachbarschaft von 12 liegt, 
so sagen wir, es finde ein schwaches Extremum statt. Im 
letzteren Falle ist zum Vergleich mit dem Bogen 12 offenbar ein 
engeres Gebiet von Curven % herangezogen worden, als im ersten. 

Um aber ein Extremum nachweisen zu können, müssen wir 
für die Curven £ gewisse Stetigkeitseigenschaften voraussetzen, 
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die im Wesentlichen darauf hinauslaufen, dass längs dieser Curven 
Integrale von der Form J gebildet und nach den gewöhnlichen 
ÖOperationsregeln der Infinitesimalrechnung behandelt werden 
können. Um solche Eigenschaften genau formuliren zu können, 
betrachten wir im Allgemeinen eine Function @ (t), welche in 
einem beliebig begrenzten Intervall 3 folgende Eigenschaften hat. 
Sie sei stetig und der Quotient 


ple +:)— g(r) 


E 
nähere sich, wenn & positiv ist und unendlich abnimmt, für jeden 
Werth von t einer bestimmten endlichen Grenze p’(r). Dabei 
braucht nicht ausgeschlossen zu werden, dass der Quotient 

p(z — £) — Po) 


— E 


sich einer anderen oder gar keiner Grenze annähert. Die Grösse 
p'(r) nennen wir, wie es bisweilen geschehen ist, die vordere 
Ableitung. Es gilt auch für sie, ebenso wie für den gewöhnlichen 
Begriff der Ableitung der Satz, dass die stetige Function @(r) in 
dem Intervall von tọ bis t, constant sein muss, wenn die vordere 
Ableitung in dieser Strecke überall den bestimmten Werth Null 
hat; denn setzt man 

Y(t) = g(r) + a(t — to) O) = p(t) — a(t — to) 
und versteht unter « eine positive Constante, so hat % (r) die 
vordere Ableitung œ, #(r) die vordere Ableitung —«, erstere 
Function wächst daher, letztere nimmt ab zwischen z, und t, so 
dass, wenn r, > T, ist, die Ungleichungen 

Y(t) > YT), O) < IK), 
pH) + ln — T0) > P (T0), (T1) — altı — To) < P (T0), 
a(t, — To) > Pl) — P (t1) > — a (tı — To) 
bestehen. Die letzte von ihnen ergiebt, da œ beliebig klein sein 
kann, $(rt,) = Ọ (To), womit die Behauptung bewiesen ist. 

Von diesem Specialfalle abgesehen, habe nun die Function p’(r) 
folgende Eigenschaft. Ihre Schwankung in irgend einem Inter- 
vall sei die obere Grenze der absolut genommenen Differenzen 
irgend zweier in diesem Intervall erreichter Werthe der Function; 
die Gesammtlänge aller Theile des Intervalls J, innerhalb deren 
die Schwankung von g’(r) eine positive Constante übersteigt, 
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könne stets unendlich klein gemacht werden. Alsdann ist nach 
Riemann die Function @’(r) integrabel, und das Integral 


2) = | pdr, 
To 
dessen Integrationsintervall einen Theil von Ẹ bilde, ist eine end- 
liche, stetige Function von t. Weiter setzen wir voraus, es sei, 
wenn & positiv ist 
lim g(t + £) = ọ' (1); 
e=0 
dadurch werden die Unstetigkeiten der Function ø'(t) in gewisser 
Weise beschränkt, es ist aber z. B. immer noch möglich, dass in 
beliebiger Nähe einer Unstetigkeitsstelle unendlich viele andere 
liegen. Bei dieser Voraussetzung ist die Grösse g’(r) längs einer 
endlichen Strecke positiv, wenn dies für eine einzige Stelle gilt. 
Man erhält ferner für & > 0 
tps 
D(t + €) — D(t) = | g'(t)dt = Me, 
wobei M zwischen der oberen und unteren Grenze der Werthe 
liegt, welche ø'(r) zwischen t und t + & annimmt; nach der 
vorigen Gleichung convergirt M gegen g’(r), wenn & ver- 
schwindet. Die Grösse (t) hat also die vordere Ableitung 
Pe) = g' (r), 
die Differenz ® (t) — g (r) ist constant, und da ® (t) verschwindet, 
ergiebt sich 
D) = p0) — p) = | Pl@de. 
Es gilt somit die gewöhnliche Fundamentalbeziehung zwischen 
Differentiation und Integration, wenn man erstere Operation auf 
die vorderen Ableitungen bezieht. 

Jetzt seien x und y längs der Curve £ Functionen des Para- 
meters r, welche die Eigenschaften der Function p(r) haben, also 
integrirbare, vordere Ableitungen besitzen, die wir durch die ge- 
wöhnlichen Differentialsymbole bezeichnen; dabei liege die Summe 


ren >) 


stets oberhalb einer positiven Constante. Hiermit ist, da ọ'(rt) 
nicht stetig zu sein braucht, keineswegs ausgeschlossen, dass die 
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Curve £ Ecken in endlicher oder unendlicher Menge besitzt; sie 
hat aber in jedem Punkte eine bestimmte, den wachsenden 
Werthen von t entsprechende Richtung. Liegt X in einer hin- 
reichend begrenzten, engeren oder weiteren Nachbarschaft des 
Bogens ®, je nachdem die Voraussetzung a) oder b) des vorigen 
Paragraphen gilt, so weicht im ersten Falle jedes Werthsystem 


(z, Y, 2 3 ) beliebig wenig von einem solchen ab, welches ein 


Element der Curve & darstellt; im zweiten Falle ist F für be- > 
liebig gerichtete, von Punkten des Feldes ausgehende Linien- 
elemente regulär; in beiden Fällen gilt dies daher für jedes 
durch die Curve % definirte Werthsystem Q Y, Aa 2). und 
die einem veränderlichen Intervall des Arguments t entsprechende 


Schwankung der Grösse F (z, Y, A, s wird mit der in dem- 


selben Intervall vorhandenen Schwankung der Grössen a 2 
unendlich klein. Setzen wir ferner 
dx di 
F(a Y 77° = = O(t), 
so ist offenbar, wenn & > 0, 
O(rT) = a a + £), 


da eine solche Gleichung für = und > 


oben vorausgesetzten Eigenschaften von ’(r), ist integrirbar und 
ergiebt die Gleichung 


a 3 Kai dæ dy dæ dy 
| eOr =; = wet PSN dr’ 1) = F (z, I dr’ 2) 


To 


gilt; @ (rt) hat also alle 


welche den ERN A Regeln der Integralrechnung entspricht. 
Dieselben Eigenschaften wie F' hat, wenn © (x, y) eine längs 
der Curve g reguläre de der Coordinaten ist, die Grösse 
d® dy. 
A aT 
wendet man diese Bemerkungen auf die Grössen u,v an, welche 
reguläre Functionen der Coordinaten sind, so folgt, dass auch die 
Grössen 
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G (u v a Aaaa eaaa 
ma R TA A Ar 
die Eigenschaften von ọ'(r) haben und speciell die Differenz 
der ersten beiden Grössen längs einer endlichen Strecke positiv 
ist, wenn dies für eine einzige Stelle eintritt. Ferner folgt, dass 
die Gleichungen (38), (39) bei den eingeführten Voraussetzungen 
richtig sind, wenn wir das Zeichen der Differentiation nach t stets 
auf die vorderen Ableitungen beziehen. Das ist bei der Bildung 
von Jz, ganz naturgemäss, da in der Richtung wachsender 7 in- 
tegrirt wird. 
Auf Grund dieser Entwickelungen ist jetzt streng zu er- 
weisen, dass die Grösse 


2 
= du dv du 
Jo = Ji = IG (u Ù, Ts 2-7] dr 
3 


das Vorzeichen mit F, gemein hat und nur dann verschwindet, 
wenn die Curven Q und ® völlig zusammenfallen. Dies ist im 
Falle a) ohne Weiteres klar, da der Integrand längs des ganzen 
Integrationsintervalls durch 

2 
(42) Z Iss (u, v, 05) a 
ersetzt werden kann, die Grösse g,, du aber nach Voraussetzung 
nicht verschwindet. Im Falle b) ist der Integrand ebenfalls nie 
negativ, und kann, wenn J}, — J)a verschwinden soll, die Grösse 
2 jedenfalls da nicht von Null verschieden sein, wo ne positiv 
ist; denn in diesem Falle ist der Intergrand wiederum in der 
du 
dt 
negativ, so ist der Integrand des obigen Integrals wiederum 
positiv; da derselbe nun, wie oben bemerkt, längs einer end- 
lichen Strecke positiv bleibt, wenn dies an einer einzigen Stelle 
eintritt, so kann das Integral J4 — Jaa sicher nur verschwinden, 
wenn v längs der Curve £ constant ist, letztere also mit B zu- 
sammenfällt. 

Damit ist der Nachweis des Extremums vollendet, gleich- 
viel, ob man den Bogen 02 mit allen Bögen, welche dieselben 
Endpunkte haben, oder mit allen von der Curve 6, nach dem 
Punkte 2 gehenden, vergleicht. Zieht sich jedoch die Curve 6, in 


Form (42) darstellbar, also positiv. Wird aber an einer Stelle 
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den Punkt 0 zusammen, so dass durch ihn alle Extremalen des 
Feldes gehen, so muss für die Curve Q noch besonders voraus- 
Fig. 3. Fig. 4. 


gesetzt werden, dass sie inner- 
halb des von den Extremalen des 
Feldes einfach bedeckten Gebietes verbleibe (Fig. 3). Dies 
erreicht man z. B. dadurch, dass man alle Curven & ein beliebig 
kleines, constantes Stück 01 mit der Curve © gemein haben 
lässt (Fig. 4); dann ist 
Ja — Jo = o2 — Joa = hi + Jı2 — Ya = Ji — 12 

und für den Bogen 12 ist das Extremum gegenüber allen Bögen 
mit denselben Endpunkten im unbeschränkten Sinne der obigen 
Definitionen gesichert. Dies gilt auch, wenn die Extremalen im 
Punkte 0 singulär werden, dabei aber die in § 15 für diesen 
Fall ausgesprochenen Voraussetzungen gelten. Endlich übersieht 
man leicht, dass die Argumentation nicht geändert wird, wenn 
der Punkt 2 als Endpunkt des Bogens £ auf einer Curve G,, 
welche die Extremalen des Feldes transversal schneiden, ver- 
änderlich gelassen wird, während 0 festgehalten wird, so dass 
die Integrationsrichtung, entgegen der bisherigen Annahme, vom 
festen Punkte zur festen Curve hinführt. 

Die Ausdehnung des Feldes, innerhalb dessen die Curven % 
verlaufen müssen, haben wir in § 16 so beschränkt, dass die Vor- 
aussetzungen a), b) von Punkten oder Elementen des Bogens 6 
auf alle Extremalen des Feldes übertragen werden können, 
ebenso in $ 15, um zu erreichen, dass die Ourven u — const. 
regulär bleiben und jede der Extremalen ‘des Feldes nur einmal 
schneiden. Wenn diese durch Beschränkung des Feldes stets zu 
erreichenden Eigenschaften in einer speciellen Aufgabe für ein 
bestimmtes Feld von endlicher Ausdehnung nachweisbar sind, so 
gilt unsere Argumentation für jede in diesem Felde verlaufende 
Curve £, und liefert dann mehr als den Nachweis des Extre- 
mums; denn letzteres ist schon gesichert, wenn nur ein Feld von 
beliebig kleiner Ausdehnung construirt ist. 


0 
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Die wichtigsten der erhaltenen Resultate fassen wir in fol- 
gender Weise zusammen. 1. Jacobi’sche Bedingung. Ein nir- 
gends singuläres Stück einer Extremale mit den Endpunkten 0, 2 
sei mit einem Felde umgeben. 2. Legendre’sche Bedingung. 
Entweder a) in allen Elementen des Bogens 02, der in der Rich- 
tung von 0 nach 2 hin durchlaufen werde, oder b) in allen von 
Punkten desselben ausgehenden Linienelementen habe die Grösse 
F, oder fppdæ ein festes Vorzeichen, ohne zu verschwinden, und 
sei F regulär und von Null verschieden. Dann liefert der Bogen 
02 ein Extremum des Integrals J, sowohl im Vergleich zu 
allen Curven Q mit denselben Endpunkten, als auch zu allen, 
welche die vom Punkte 0 ausgehende, von den Extremalen des 
Feldes transversal durchschnittene Curve © mit dem Punkte 2 
verbinden. Das starke oder schwache Extremum ist gesichert, 
je nachdem die Voraussetzung b) oder a) gemacht wird; ein 
Maximum oder Minimum tritt ein, je nachdem F, negativ oder 
positiv ist. 


§ 18. 


Beispiele. Aufgabe I ($ 9). Man hat hier 
Fit = YX?+ y? dt, 
die Quadratwurzel ist positiv, also 


0 x y' 2 
y? F — Fre a e -A a ao 
y 1 fa x G x 2 + y' ;) (Ya’ 2 + y 2)? 
l 


F, = G a ) 
Year +y" 


mit ebenfalls positiver Quadratwurzel. Ferner ist 
mi 1 3 
Tarir a (— —)» 
£ J-l P’, fov Vi 4 p 


wobei die Quadratwurzel das Vorzeichen von dæ hat, so dass für 
jedes Bogenelement fppdæ ebenso wie F, positiv ist. Die Le- 
gendre’sche Vorzeichenbedingung des starken Minimums ist 
also erfüllt. 

Um zu untersuchen, ob eine gerade Strecke 12 die kürzeste 
Linie zwischen 1 und 2 liefert, nehmen wir an (Fig. 5), Q sei 
irgend eine Linie 12 von den in § 17 angegebenen Stetigkeits- 
eigenschaften, welche das Bogenintegral J} ergiebt; die Länge 
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der Strecke 12 ist J,a Es sei ferner 0 ein Punkt der Geraden 
12, der nicht der Linie angehört und ausserhalb der Strecke 12 
liegt; man nehme ihn 
zum Anfangspunkt der 
rechtwinkeligen und der 
Polarcoordinaten, indem 
man setzt 


Fig. 5. 


x == teost, Y = tsina 
und wähle die Constan- 
ten «, ß so, dass 


0<u<Bß 

und die Curve £ ganz 
im Inneren der Ring- 
fläche zwischen den Krei- 
sen t — œ, t =— ß verläuft. Diese Fläche, welche von den 
Extremalen v — const. genau einfach bedeckt wird, kann als 
Feld der geraden Strecke 12 betrachtet werden, da in ihr die 
Grösse 


v=const 


(2% Y) _ cosy  sinv 
ò (t, v) — | —tsinv tcosv 


von Null verschieden ist. Den Curven 6, der allgemeinen Theorie 
entsprechen die Kreise t — const., deren jeder die Extremalen 
des Feldes in je einem Punkte schneidet; « ist die Länge einer 
Geraden v — const. vom Kreise t — œ an gemessen, somit folgt 
u+a=t, Fdt = yie F edi = ydw + u F yio 
= G (u, v, du, dv), 
g (u, v, s) = V1 + (u + 28}, 
wobei auch die letzte Quadratwurzel positiv ist, da der Ausdruck 
g nur für den Fall du > 0 gebildet wird. In der Differenz 


Tg 


= du d l 
Ja — Fa = | [6 (un. t i 


Tı 


ist der Integrand von selbst positiv, sobald A negativ ist oder 
verschwindet, was die Theile der Curve % charakterisirt, in 


welchen der Radius t abnimmt. Ist = positiv, so kann der Inte- 


grand geschrieben werden 
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yl+w-+o)s — 1, 
ist also ebenfalls nicht negativ und verschwindet nur für s — 0. 
Wäre an irgend einer Stelle s von Null verschieden oder der 
Integrand positiv, so würde nach § 17 dasselbe für eine endliche 
Strecke der Curve Q gelten, die Differenz J,a — Jıs könnte 


also nur verschwinden, wenn überall du positiv und s = 0 
wäre. Von diesem Falle abgesehen, hat man offenbar 
Jia e; Ja 


womit das starke Minimum nachgewiesen ist, und noch mehr. 

Weiter sei ©, irgend eine vom Punkte 1 durchlaufene Curve, 
so dass x,, yı reguläre Functionen eines Parameters v sind, n 
die Richtung der Normale, welche zur Richtung wachsender v 
so liegt, wie die 4y-Axe zur +x-Axe; setzen wir dann 


s = ë (t, v) = xı + tcos (na), y = q (t, v) = yı + tcos (ny), 
so ist v — const. eine Normale der Curve G,, und man hat 


da, d cos (n x) 
PR d (E, n) a cos (n £) pi +t PR 
3 N) A dy, , „deos(ny) 


cos (ny) Eei —+ Be 


Ist speciell v die Bogenlänge auf der Curve ©, so hat man 


cos (nz) = — an, cos (ny) = T, 
EN da, d’yı dy, d? x 
4=-— +i (e dv dv Tr) 

t 
=— 1 en 


wobei r den Krümmungsradius im Punkte 1 bedeutet, positiv 
oder negativ genommen, je nachdem der Krümmungsmittelpunkt 
nach der Richtung n oder der entgegengesetzten hin liegt. 

Nun stimme auf irgend einer Normalen v = const. die Rich- 
tung von 1 nach dem Punkte 2 hin mit n überein, so dass t, 
positiv ist; dann lässt sich die gerade Strecke 12, deren Länge 
ta ist, mit einem Felde umgeben, in welchem 4 nicht ver- 
schwindet, wenn entweder r negativ ist oder die Ungleichung 

OL <r 
besteht, d. h. immer, wenn die Strecke 12 den Krümmungs- 
mittelpunkt des Punktes 1 nicht enthält (Fig. 6). Die Extre- 
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malen des Feldes sind die Normalen v = const., welche die 
Curve 6, transversal schneiden. Die allgemeine Theorie ergiebt 
also, dass die gerade Strecke Fig. 6. 

12 ein starkes Minimum 

der Entfernung zwischen 6, 9 


und dem Punkte 2 liefert, 
und kürzer ist als jede im 
Felde verlaufende Linie & 
von den oben angegebenen 
Stetigkeitseigenschaften, 
welche von der Curve 6, 
zum Punkte 2 führt. Die 
Grösse u ist der normale 
Abstand von der Curve 6}; 


` und man erhält leicht die 
. Formel 


ya + dy? = Ydu? + (u — r} dv? = G (u, v, du, dv), 


an welche sich dieselben Schlüsse knüpfen lassen wie an die 
frühere Transformation des Bogenelementes. 


Aufgabe III ($ 9). Ist in der wy-Ebene l irgend eine 
vom Punkte 0 in der Halbebene y > 0 zur w-Axe gezogene 
Linie von der Länge l, längs deren w, y als Functionen eines 
Parameters t die Eigenschaften von ø (t) ($ 17) haben, so ist 
nachzuweisen, dass das Flächenintegral kleiner ist als die Fläche 
des Halbkreises von der Länge l. Wenn = streckenweise 
negativ ist, so betrachten wir die Curve 2°, welche durch die 
Gleichungen 
T 


Ra.) da 
y = |E ar w=] 


To To 


dw 


T| 9 


definirt ist; diese hat, wenn r dasselbe Intervall wie auf der 
Curve £ durchläuft, ebenfalls die Länge ! und dieselben Stetig- 
keitseigenschaften, da, wie man leicht sieht, |ọ (z)| die in § 17 
für ø (r) geforderten Eigenschaften ebenfalls besitzt. Das Flächen- 
integral der Curve 2° ist endlich und besteht nur aus positiven 
Elementen; man hat offenbar 
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[v ad dt = van 

% % 
d. h. die von der Curve 2° mit der w-Axe begrenzte Fläche ist 
nicht kleiner als die von der Curve Q begrenzte. Es braucht 
also nur gezeigt zu werden, dass erstere kleiner ist als die Fläche 
des oben ‚bezeichneten Halbkreises; dabei haben wir jetzt den 
Vortheil, dass in dem Integral 


J = | y V1 — p da = | ydw 


die Quadratwurzel stets positiv zu nehmen ist. Der Curve Q? 
entspricht in der xy-Ebene eine Curve Q, längs deren, da x der 
Bogen der Curve 2° ist, überall 


Won - meter 


es ist also gar nicht nöthig, in der xy-Ebene ein starkes Extre- 

mum nachzuweisen, sondern nur die durch diese Ungleichungen 

Fig. 7, charakterisirten Curven sind 
zum Vergleich heranzuziehen. 
Die Legendre’sche Bedin- 
gung des Maximums ist für 
alle in Betracht kommenden 
Curven Q, insofern erfüllt, als 
für diese die Grösse 


ET, 


6 
 —ydzx 
a a A ee 
0 35 +" negativ ist. 
Derjenige Octant der xy-Ebene (Fig. 7), in welchem nach 
den letzten Ungleichungen (43) die Curve Q, liegt, wird nun von 
den Extremalen 


2 £ 
aa a>0, p= sn, 


auf deren jeder man 


(44) 0<-<a 

annimmt, genau einfach bedeckt; denn hält man x fest, so ist 
òy £% 
AN in $ — — — cos i 
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wegen der für x geltenden Ungleichung (44) stets positiv. Für «—0 
hat man y = 0, für a = œ dagegen y = x; der Punkt (x, y) 
durchläuft also alle. jenem Octanten angehörigen Punkte der 


Geraden & — const. und jeden einmal, wenn a alle positiven 
Werthe durchläuft. Man kann ferner x — t setzen und hat 
dann 

—ĉ? my) ĉ?y 

Oh an re 
welche Grösse, wie bemerkt, positiv ist, so lange y nicht ver- 
schwindet oder = æ wird. Entsprechen den Werthen x = 0 


und 2 = az die Punkte 0, 3, so ist jeder Theil des Extre- 
malenbogens 03, der keinen der Endpunkte enthält, mit einem 
Felde umgeben; die Endpunkte selbst erfordern insofern beson- 
dere Betrachtung, als in ihnen p = + 1, die Function F also 
singulär wird. 

Setzen wir gemäss der allgemeinen Theorie im Falle, dass 
sich die Curve 6, in den Punkt 0 zusammenzieht, 


x v 
— BEER ax a .x x 
uuyll —- p de =al sin? - da = oo sn — 008 - 
Ir 2 ö a 2 2 E A 
0 0 


wobei das positive Vorzeichen der Quadratwurzel benutzt ist, so 
verificirt man leicht mittelst der Ausdrücke 


, 


PT ya m 
Pia g? — y ?, Pr at Fshi Ben 
y y Y yx? AS y’? y Va: we, y’? 
die Gleichungen 
== ae F RSA, du = Fydx + Fp dy. 


Dieses Differential du kann nun auf keiner Curve Q, zwischen 0 
und 3 verschwinden oder negativ werden; denn bezieht sich d auf 
den Fortgang längs der Curve %,, dagegen x’, y’, p auf die Extre- 
male des Feldes, so würde sich, da dx positiv ist, und für die 
Extremale x — t gesetzt, also Fy als positiv angesehen werden 
kann, ergeben 

ee ETE 


was nach der zweiten Ungleichung (43) und dem oben an- 
gegebenen Werthe von p nur für p = + 1, also in den Punkten 
der x-Axe eintreten kann. Die Grösse dw:dr ist daher zwischen 


Kneser, Variationsrechnung. 5 


www.rcin.org.pl 


66 . Dritter Abschnitt. § 18, 


den Punkten 0 und 3 stets positiv, so dass man überall setzen 
kann 


Aas = du [i + i Iss (u, V, DIE 


woraus bei der oben erkannten Beschaffenheit des Ausdrucks 
forda folgt 


Die Transformation des Differentials dJ,, in- die Variablen 

u, v wird unmöglich, wenn 
deo.—D de = 4äy, 
da dann der Integrand F singulär ist. Trotzdem bleibt an 
solchen Stellen, wie die ursprüngliche Definition 
dw 
is | v2 dr 

lehrt, Jọ eine Function ọ (t) im Sinne des $ 17. Dabei ver- 
schwindet offenbar dJ,s: dr, und für du findet man 


äu = dz (Fy + Fy) = ads (1 Toot 2), 


so dass d (u — Jia) auch jetzt positiv bleibt. Die Grösse u — Joo 
wächst also, wenn der Punkt 2 längs der Curve Q, von O nach 
3 hin läuft. 

Nähere Untersuchung erfordert wegen der.Singularität des 
Punktes 0 der Anfangswerth von u. Derselbe ist zunächst offen- 
bar Null, wenn die Ungleichung 


dy ‚da 
er ; Te) 


besteht; dann bleibt nämlich die Grösse a, da sie nur für © = y 
unendlich wird, bei der Annäherung an den Punkt 0O längs der 
Curve %, unter einer endlichen Grenze; der Ausdruck für u 
zeigt daher unmittelbar, dass w mit x gegen die Grenze Null 
convergirt. Hat man dagegen die Gleichungen 


dy ‚da\|" _ A Sr 

(Z 5 T) == L > m 1; 
so lehrt die zur Definition von a dienende Gleichung, d. h. wenn 
man setzt 


0 


a | 


sinz. — 2 


g (z) = F 


2 
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die Gleichung 
A = 


dass man haben muss 
x 
(3) 


Nun ist die Grösse ø (z) negativ, so lange z zwischen 0 und x 
liegt; hieraus folgt, da die Ungleichung (44) besteht, dass 


0 i 
==); 


p (2) nur dann verschwindet, wenn die Gleichung 


- —( 
a 


besteht, welche somit für den Punkt O bewiesen ist. Dies gilt 
offenbar auch dann, wenn die Curve 2, ein endliches Stück mit 
der Geraden y — x gemein hat und O den Punkt bedeutet, 
in welchem sich die Gerade und die Curve trennen. Substituirt 


man den erhaltenen Werth Z in die Gleichung 


a2 (2x 22) _ 1/22) 22 (22): /22\3 
| „= ear S) + 
so sieht man, dass auch in diesem Falle die Grösse u als Func- 
tion von t mit dem Werthe O an der Stelle O0 beginnt. Da nun 
dasselbe von J,, offenbar gilt, so hat man auch 
u — Ja“ = 0, 
die Differenz u — J,, ist also, da sie wächst, positiv, sobald der 
Punkt 2 den Bogen %, entlang laufend die Gerade y — æ ver- 
lassen hat; ebenso ist auch der Grenzwerth 
ul? — hs = Js — Js 
positiv. Die Linien 2 und &° umschliessen also mit der w-Axe 
eine kleinere Fläche als der Halbkreis von derselben Länge. 
Der Satz, dass eine geschlossene Curve stets eine kleinere 
Fläche umschliesst, als ein Kreis von derselben Länge, folgt aus 
dem erhaltenen Resultate unmittelbar, wenn dieCurve durch zwei 
ihrer Punkte 1 und 2 so in zwei gleich lange Stücke zerlegt 
werden kann, dass die gerade Strecke 12 ganz im Inneren ver- 
läuft; dieselbe kann dann mit der w-Axe identificirt werden. 


Aufgabe VI($ 11). Jedes Stück einer Extremale, welches 
den Rückkehrpunkt nicht enthält, kann man mit einem Felde 
5* 
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umgeben, indem man z. B. in den Gleichungen (17) die Grösse 
a constant setzt und b allein variiren lässt. Die Extremalen des 
Feldes sind dann Curven, die eine aus der anderen durch Ver- 
schiebung parallel der x-Axe hervorgehen; man hat daher, in- 
dem man t — p setzt, die Gleichungen 

DR 

T Mer 
und 4 kann nach (18) nur im Rückkehrpunkte verschwinden. 
Man findet ferner 


L, N dA = — —, 


2yp (p? — 3 
Jfopde = — A e ! 
Diese Grösse nimmt in Bogenelementen entgegengesetzter Rich- 
tung auch entgegengesetzte Werthe an, da der erste Fall des 
$ 3 vorliegt. Die Legendre’sche Vorzeichenbedingung für das 
starke Extremum ist also nicht erfüllt, wohl aber die für das 
schwache Extremum, da p? — 3 nur im Rückkehrpunkte das 
Zeichen wechselt. Ein Stück der Extremale, welches diesen nicht 
enthält, liefert daher ein schwaches Maximum oder Minimum, je 
nachdem es der einen oder anderen der Hälften angehört, in 
welche die Curve durch den Rückkehrpunkt zerlegt wird. Hat 
man p? < 3, so ist das gesuchte Minimum vorhanden. 


da. 


Aufgabe VII ($ 11). Bei Einführung neuer Variablen u, v 
hat man eine Transformation von der Form 


YEdp? +2 Fdpdv + Gdy? = YE’du?+2Frdudv+ G’dv? 
= du Y E° + 2 F's + @°s2; 
die Gleichungen 
gilea O h T O A o OEO 
ergeben daher 
7 e NR 


Dabei folgt aus dem Zusammenhange zwischen E, E®, F, ... und 
den Ableitungen der rechtwinkeligen Coordinaten nach @, W, u, v 
die Gleichung 


Benno (Eh) 


oder, wenn 


gesetzt wird, 
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Die in 8 17 betrachtete besondere Form des Integranden ist also 
die Gauss’sche Form des Linienelementes 
y du? + medo’, 


und die zu einer gegebenen Linie senkrechten geodätischen 
Linien bilden in der Umgebung einer von ihnen ein Feld, so 
lange m endlich und von Null verschieden ist. 
Die Legendre’sche Bedingung des starken Minimums ist 
erfüllt, da in der Bezeichnung des § 11 
ao _E_(Ep+Fo% _EG-P 
og? 


pa, 


® ®3 8 
und diese Grösse stets positiv ist. 


§ 19. 
Die rechten Seiten der für u geltenden Gleichungen 
ou ou a 
5x r Fa, dy 2 Fy 


hängen nur von dem Verhältniss y’: x’ ab; eliminirt man das- 
selbe, so ergiebt sich eine partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung für u, die wir als die Jacobi-Hamilton’sche be- 
zeichnen wollen. Ist U irgend eine Lösung derselben, so kann 
man von den Gleichungen 

ð U oU 

5% u Fi, vr Fy, 

die erste ansetzen und zur Bestimmung des Werthes y’ : x’ be- 
nutzen; die zweite ist dann von selbst erfüllt. Die erste Gleichung 
kann, indem man U als gegeben ansieht, als gewöhnliche Diffe- 
rentialgleichung zwischen æ und y aufgefasst werden, deren 
Integral 

(46) (a Yy,a)=V0 

sei und durch eine einfach unendliche Schar von Curven & dar- 
gestellt wird. Bezeichnet D den Fortgang längs einer Curve 
U = const., so hat man 


2U De + Dy —0, Ds + F,Dy= 0; 


(45) 


die Et X liegen Zi transversal zu den Curven U = const, 
Führt man ferner die Werthe einer beliebigen Function 


(47) t = u (x, y) 
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längs einer bestimmten Curve f als Parameter ein, durch dessen 
Werthe æ und y bestimmt sind, so ist 


re ar; 2 


wobei man sich x und y aus den Gleichungen (46) und (47) als 
Functionen von a und t berechnet zu denken hat. Offenbar kann 
man auf Grund eben dieser Gleichungen auch ¢ und a und da- 
mit x’ und y’ als Functionen von x und y betrachten; bezieht 
man das Zeichen ð auf diese Auffassung, während die Bezeich- 
nung der Ableitungen durch Suffixe ihren bisherigen Sinn behält, 
so bestehen die Gleichungen 


OE OF, 
(48) DE... 08, 
= TRE EN AR + o 2; 
(49) i 
ð F, dy' 
TTS mE TE E L. 


Weiter folgt, wie in § 16 bemerkt ist; aus der Homogeneität der 
Functionen Fy, Fy 

(50) Foxx + Foyy = 0, Fyw + Fyyy' = 0, 

und hieraus auf Grund der Gleichungen (49), sowie der analogen, 
in denen nach y differenzirt ist 


x’ OF, u y! ee = 2 For 2E y' Fyz = Fy, 


Òx 
RR N 
& òy Pi y òy er y. 


Der Gleichung (48) zu Folge kann man aber den letzten 
Gleichungen auch folgende Form geben: 


E E Fy OF, ER d Fy 
do 0x a > hi riet Di 
ni Oy y Aig 
ra Dx oy 


womit erhellt, dass die Curven $ Extremalen des Integrals J 
sind. Ist also V irgend eine Lösung der durch Elimination von 
x' :y' aus den Gleichungen (45) entstehenden partiellen Diffe- 
rentialgleichung, so werden die Curven V — const. von einer 
Schar von Extremalen des Integrals J transversal geschnitten. 
Dabei ist offenbar, wenn man längs einer Curve & fortgeht, 
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E = (Fax + F,y)dt= Fädt, 
man kann also setzen 


V= | Fåt, 


wobei längs einer Extremale der Schar integrirt ist. 

Enthält die Function V eine Constante c, so besagt die 
Jacobi-Hamilton’sche Gleichung, dass p als Function von & 
und ce so bestimmt werden kann, dass die Identitäten (45) be- 
stehen. Differenzirt man dieselben nach c, so erhält man 

FFs Or 00 PFE OR Op 
oxide . op dc’ ðyoc p cc 
Nun kann man setzen 


also folgt 
1 p = 12T 


und Aehnliches gilt für F,; man erhält also 


DR, ., Bo. OFO .., cp 
ga ee ge Dune lee 
und da die Gleichungen (50) gelten 
A ‚or 


Ox òc òyöc 
Längs jeder einzelnen Curve & besteht also eine Gleichung 


ist ihre linke Seite nicht constant, so stellt sie die Gesammtheit 
der Extremalen dar, so dass diese bekannt sind, wenn eine Func- 
tion V von den angegebenen Eigenschaften gefunden ist. 

Die Verallgemeinerung dieser Theorie liegt nahe und möge 
für den Fall dreier Variablen angedeutet werden. Die Function 
F (x, y, 2z, «, y’, 2’) sei bezüglich der letzten drei Argumente 
homogen und von erster Dimension, so dass die Ableitungen 
Fy, Fy, Fe nur von g, y, z und den Verhältnissen 


’ ’ 


et ae 
Pin I 
abhängen. Gelten dann für eine Function V die Gloichenigi 
oV ð V oV 
(51) òx = fy, Ea BE 2'3 
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sowie die hieraus durch Elimination von p und q folgende 
Jacobi-Hamilton’sche Differentialgleichung, so hat man, indem 


man die Differentiation © ähnlich wie oben versteht, 


ll. Ole a De) A: O 

òy E E E E N e 
hieraus folgt 

ng 

nebst zwei analogen Gleichungen; dieselben SL 2 

mit den Gleichungen, welche den unter (49) und (50) angeführten 


entsprechen, 


dla); Ez Fren 
Ne Fu 
Fasst man daher zwei der Gleichungen (51) als gewöhnliche 


Differentialgleichungen zwischen x, y, z auf, so sind die ihre 


OF, © s 


0X 


= 


g! 


Integrale darstellenden Curven Extremalen des Integrals |F dt. 
Enthält ferner V zwei Constante c,, c,, so ergeben die Gleichun- 
gen (51) 
02 V Gbg 6; oFu © 
nebst zwei ähnlichen Gleichungen, aus us sich we OR 
analogen der Gleichungen (50) ergiebt 
A y 22 V x Dar 
OL Ca OY O Ca Ò Z Ò Ca 
Die Gleichungen 


$ Sonae 12% 


eV oV 

A = bi, rE 

A Ò C3 
stellen also die Extremalen des Integrals |F dt dar. Enthält 
dasselbe n 4 1 Grössen x, y, 2, ..., so muss V mit n willkür- 
lichen .Constanten behaftet sein, damit es zur Darstellung aller 
Extremalen dienen könne. 


=b, 


Beispiel. Ist x die Zeit, y, z, ... die unabhängigen Para- 
meter eines Massensystems, und setzt man 
Tay __.dz 
2 FE dx’ Er dx’ 
so ist das Hamilton’sche Princip meistens eine Gleichung von 
der Form 
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ô | BEN E.SBEN BER 


wobei zwischen zwei gegebenen Werthsystemen (x, Y, 2, ...) zu 
integriren ist; H heisst nach Helmholtz das kinetische Potential. 
Will man das Integral auf die Form 


(Fat 
bringen, so hat man zu setzen 
y' g! t i 
p= $, qee T Fra, P,q Jı 

so dass 

H H oH H 
BE AE OR E a ee 

cp òq cp oq 


Die Jacobi-Hamilton’sche Gleichung entsteht daher durch 

Elimination von p, q,..„ aus den Gleichungen 
oV oH òH oV ðo H 
H Se e 
òy cp 
Kommt die Zeit x in H nicht explicit vor, so besteht für die 
Extremalen die Gleichung 
(53) „. — const., pita + Hl 
und % ist die verallgemeinerte Constante der lebendigen Kraft. 
Da sich nun auch in den Gleichungen (52) die Grössen p, q, ..., 
auf die Extremalen beziehen, so hat man 
oV 
seh, V = ha + W, 
wobei W die Zeit nicht explicit enthält, und den Gleichungen 
DW... „iR 
FO 3 OB = T 

genügt, Ist n — 1 die Anzahl der Grössen xv, y, ..., so dass das 
System n Grade der Bewegungsfreiheit hat, und sind n — 1 
Constante Ci, Cz, »..,; Cn—ı in W enthalten, so werden die Be- 
wegungen des Systemes durch die folgenden Gleichungen dar- 
gestellt: 
a AHE a E T A E E EE 
r E N True ery a m 


in welchen rechts willkürliche Constante stehen. 
Diese Betrachtung ist von der Form der Function H un- 
abhängig. Hat man speciell 
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— H- T+-U 
und ist 7 eine quadratische Form der Grössen p, q, .... U aber 
von diesen frei, so geht die -aiy Aiie da jetzt 


oT 
2T=p 28 +4 + 
in die gewöhnliche Gleichung der EN Kraft über: 
F= U h: 
§ 20. 


Wie in § 14, dessen Voraussetzungen jetzt allein festgehalten 
werden sollen, sei ©, eine- beliebige reguläre Curve (Fig. 8) 
welche, von & ausgehend, den Extremalen des Feldes unter einem 

Fig. 8. nicht verschwindenden 

nr ; Winkel begegnet und vom 

5 “ Punkte 0 durchlaufen 

wird; 12 sei irgend ein 

G den Punkt 0 nicht ent- 

1 haltendes Stück derCurve 

$ ©. Die Punkte 1 und 2 
seien durch eine weitere 

6, dem Felde angehörige 
Curve £ verbunden, längs 

deren der Punkt 3 von 1 nach 2 laufe. Diese Curve habe die Eigen- 
schaften der in $ 17 ebenso bezeichneten, so dass %3, y, Functionen 
eines Parameters z sind, welche zu den dort untersuchten ø (t) 
gehören; der Parameter t wachse in der Richtung von 1 nach 2 
hin. Durch jede Lage des Punktes 3 geht dann eine bestimmte 
Extremale des Feldes, deren Parameter a ebenso wie das auf ihr 
dem Punkte 3 entsprechende Argument t nach $ 14 reguläre 
Functionen von %;, y, sind. Diese Extremale schneidet auf der 
Curve @, einen Punkt O0 aus, dessen Coordinaten ebenso wie das 
ihr zugehörige Argument tọ nach § 14 reguläre Functionen von 
a und bei hinreichender Beschränkung des Feldes, sowie des 
Curvenstückes 6, a bestimmt sind. Setzt man daher 


w (a) = = F(&, N, n Re. L t Fy (é, - Y ne) Ea H Fy (é ie) NE) Na k 


so ist dieser Ausdruck eine reguläre Function von a; wenn 
wiederum 
u = Jos 
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gesetzt wird, lehrt die Formel (31) 
u Odys 


3 
Ja = —- = — o (a) — Fa (8, ... Ne) 2 + Fy (&, e.s ne) Naj 


ca 
und wenn der Punkt 3 auf einer bestimmten Extremale 03 be- 
weglich gedacht wird, ergiebt sich unmittelbar 
cu 
BES F (n &u | 
Nun sind a, t ebenso wie z, y, Functionen von t, welche zu 
den in $ 17 durch ọ (t) bezeichneten gehören; bezieht sich da- 
her jede Differentiation nach r stets auf vordere Ableitungen, 
so ergeben die letzten beiden Gleichungen 
sr: dx dy 
"ru a o(a) 4 dr Ti Fv (6, e. N.) dt an Fy (, a ni) dt 
Ferner genügt das längs der Curve & gebildete Integral J;,, 
welches als Function von t ebenfalls den Charakter von ø (t) 
hat, der Gleichung 


Ad: __ dx dy 
dr =— F (ny F dr 


man erhält daher, indem man = n: durch v’, y' ersetzt, 


d (Jos + Jsa) _ 


, 


dr i o(a) TE + Fy (z, Y, x Pe n 
da dN, 
+ Fy Ee Yı Ir’ dr 


Die Summe der letzten drei Glieder heisse 8 oder genauer 
dx dy 
s (z Y 2Y Tr’ TF 
Liegt nun der Punkt 3 speciell in seiner Anfangslage 1 und 
seiner Endlage 2, so sind die entsprechenden Werthe der Summe 
Js + Ja K =” ge a 
Joi Fr Jo Jos = Jo: 17 Jia 
somit folgt für die Differenz beider 


EEE di = | a 0) art [sur 


Ti Tı Tı 


Der erste Summand rechts verschwindet aber; denn setzt man 


f ola) da = &(a), 
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so ist & ebenfalls eine für a — a, reguläre Function, und man 
hat 


T To 
a “d 


| o) = Ag — 


Tı Tı 


2 dı = é (a) 


2 
I 
1 


diese Grösse hat aber den Werth 0, da a in den Punkten 1 und 
2 denselben Werth a, hat. Somit folgt 
(54) 5 ATS j A AO 
12 12 Ss A) ’ ’ dr’ dt ` 
tI 

und die linke Seite hat ein festes Vorzeichen, wenn dasselbe 
von & gilt. 

Will man in dem Falle, dass alle Extremalen des Feldes im 
Punkte 0 zusammenlaufen, gerade den Extremalenbogen 02 
prüfen, so ersetzt man nur die Curve @, durch den festen 


Punkt 0; die Formel 

(55) dJ, = du = Fy ds + F,dy, 

die wir nöthigenfalls durch specielle Betrachtungen bewiesen 
haben müssen, ergiebt sofort 


oo Wut g, m I=- [sur 
so lange nur die zum Vergleich herangezogene Curve Q inner- 
halb der Fläche bleibt, welche die vom Punkte 0 ausgehenden 
Extremalen einfach bedecken. 

Die einfache Formel (55) für dw bleibt nach $ 15 auch dann 
gültig, wenn die Curve ©, von den Extremalen des Feldes trans- 
versal geschnitten wird (Fig. 9); dann verschwindet œ (a) identisch. 

Fig. 9. Hiervon machen wir Gebrauch, um 
mittelst des Ausdruckes & auch für 
das Extremum mit einer variablen 
Grenze ein Kriterium herzuleiten. Der 
Punkt 4 liege auf der Curve 6,, 2 wie 
bisher auf der Curve 6; beide seien 
durch eine im Felde verbleibende Curve 
Q verbunden, welche vom Punkte 3 
in der Richtung von 4 nach 2 hin durchlaufen wird. Dann sind 
Anfangs- und Endwerth der Summe Jy, + Jz} die Grössen 


J; 2 Jo 2 


(OA 
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und man hat wie bisher 


AT; Ar dx GY d Jz SNS dx dy 
dt = Py dr TF: w ae aea F (as Y Tr’ £). 
also 
(57) Jis en Be = — | 8dr. 
8 21. 


Die Grösse 8, durch deren Untersuchung hiernach die Frage 
nach dem Eihfrslen des Extremums entschieden werden kann, 
hängt offenbar von dem Punkte 2 (x, y) und den beiden von 
ihm ausgehenden Linienelementen ab, welche auf der Extremale 
des Feldes und der Curve % durch den Sinn wachsender Para- 
meter ¢ und t bestimmt werden. Sind beide Grössen x’ und 
Ai von Null verschieden, so dass man setzen kann 


dr 


dx dy E 
Dg= 7 dtr: Dy = AR dr == p Dz, dy—= pdg, 


EL y a, yat =S u plaz, 
F(a, Y, A 32) dt =f (2 Y; PLE 


so ergiebt sich 


(58) Edr = | fy p) + P — han) — f (2,y,p)} De. 
Zwar kommen die das erstere Linienelement charakterisirenden 
Grössen x’ und y’ nur in Fy und F, vor, welche Ausdrücke 
nur von %':y' abhängen. Daraus kann aber nicht geschlossen 
werden, dass 8 denselben Werth behält, wenn man das Element 
der Extremale durch sein entgegengesetztes ersetzt; denn wenn 
auch F eine eindeutige Function von x’ und y’ ist, so brauchen 
($ 3) doch Fy und F, nicht eindeutige Functionen von s':y' zu 
sein. Die Grössen 


8 dz dy A“ Re „dzıdy 
(z, Y-B Yi Tr de 7) e(z Ya mea E dr’ dt 
brauchen also nicht gleich, ebenso wenig die Grössen 


dx dy it dx dy 
8 (2 UK ie T) 8 (zy 2 y, — To — 7) 


entgegengesetzt zu sein (Beispiele unten). 
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Die beiden Linienelemente, von denen & abhängt, fallen 
dann und nur dann zusammen, wenn eine positive Grüsse & 
existirt, welche den Gleichungen 

da dı 
(59) ee To’ Y = Y 


genügt. In diesem Falle hat man 


dx di 
BD y, &, y) = Fı(a, Y, 77° T) 

dx di 
Bal y.#,% De p(z n To TE) 


da nun immer 


dy dz dı dx dy 
+a (angoa) Tr 
so folgt 
6 = 0; 
Wir sagen dann, & verschwinde in ordentlicher Weise. Nimmt 
& den Werth Null an, ohne dass die Gleichungen (59) mit einem 
positiven Werthe & bestehen, so nennen wir das Verschwinden 
ausserordentlich. 
Geometrisch kann die Bedeutung der Grösse E gekenn- 
zeichnet werden, wenn wir vorausnehmen, was wir später ($ 30) 
Fig. 10. beweisen, sonst aber jetzt nicht ge- 
brauchen, dass jedes hinreichend 
kleine Stück einer Extremale im 
Allgemeinen mit einem Felde um- 
geben werden kann. Es seien 78 
und 79 die Linienelemente (Fig. 10), 
welche zu den Werthsystemen (x, y, 
dx, dy) (x, y, Da Dy) gehören; 
dann ziehe man in der Richtung 
78 eine Extremale, und umgebe sie 
in der Nähe des Punktes 7 mit 
einem Felde, dessen Extremalen die durch den Punkt 7 gehende 
Curve 6°, sowie eine Curve 89 transversal schneiden mögen. 
Erstere werde im Punkte 0 von der durch 9 gehenden Extremale 
des Feldes geschnitten; dann kann J,, oder J,,; als Differential 
der von der Curve 6° ab gerechneten Grösse u im Sinne des 
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$ 15 angesehen werden und man hat nach der Formel (34) 

Jos = Jıs = Fa (£, y dx, dy) De + F, (a, y, dz, dy) Dy: 
Schneiden sich die Extremalen 78 und 09 in einem Punkte 1, 
der von 7 aus nach der entgegengesetzten Seite wie 8 liegt, so 
ist nach $ 15 

va == Jo Edr sda = Jy = Jis — Jir — Jys: 

Man sieht hieraus, dass die Grösse 8dr vom Coordinatensystem 
unabhängig ist, was auch durch die in § 16 entwickelte Identität 
Fz(z, y, dx, dy) Dx + Fy,(z, y, dx, dy) Dy 
= Gu (u, v, du, dv) Du + Gy (u, v, du, dv) Dv 

ersichtlich wird. 

Speciell kann man daher das Coordinatensystem so gedreht 
denken, dass für die zwei Elemente 78 und 79 das Differential 
dx dasselbe Vorzeichen hat, d. h. dass beide Elemente nach der- 
selben Seite einer Parallele zur y-Axe hinweisen. Dann sind 

p=, p= i= pripa 
endliche Grössen, und die Elemente definirt durch die Werth- 
systeme (x, y, p, dx), (x, y, p, dx). Ist nun F für alle vom Punkte 
(x, y) ausgehenden Bogenelemente regulär, so gilt nach § 5 


dasselbe von 
F 


Fa, y, p) = x 
für alle Elemente, welche in den von den Richtungen 78 und 
79 gebildeten concaven Winkel fallen, da für sie z’ von Null 
verschieden ist; f ist also für das Intervall von p bis p regulär, 
und man kann, wenn () ein echter Bruch ist, nach (58) setzen 
f (2, y, P) = f (x, y, p) + (P — P) fo (2, Y P) 
+i (P — P} Sor l2 Y p + 00 — p), 

(60) Edr = — (P — P) fop l2; Y, p + 0 (P.— p)) da. 

Die Grösse E hat das feste Vorzeichen von — F, und ver- 
schwindet nur in ordentlicher Weise, wenn die Legendre’sche 
Bedingung des starken Extremums erfüllt ist; denn das Erotuct 


fov (2, y, p + 0 (P — p)) dx 
ist identisch mit der Grösse F; (x, y, dæ, dy) dxt, welche zu den 
durch den Punkt (x, y) gehenden Bogenelemente gehört, dessen 


Componenten j 
da, A da =.dy £ 
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sind, womit die ausgesprochene Behauptung bewiesen ist. Wenn 
jedoch nur die Legendre’sche Bedingung des schwachen Extre- 
mums als erfüllt vorausgesetzt wird, hat & die bezeichneten 
beiden Eigenschaften nur, so lange die beiden bestimmenden 
Elemente 78, 79 von einem in der Integrationsrichtung ge- 
nommenen Element der Curve © nach Lage und Richtung hin- 
reichend wenig abweichen. Umgekehrt wird man nicht in gleicher 
Weise vom Zeichen der Grösse 8 auf das der Grösse F, schliessen 
können. 


8 22. 


Allgemein hat man, wenn ¢ und a sich auf den Punkt 3 
beziehen, der die Curve Q durchläuft, 
x = $ (t, a). y = n (t, a), 
dx dt da dy_ _ di da 


ee Fa dr’ u ee T 


V = n Y = Ne 
Wenn nun längs der ganzen Curve % die Grösse & in allen 


Punkten ordentlich verschwände, so würden sich die Gleichungen 
(59) ergeben, und damit 


|. de | da | 
i dt & eae A PEN 
BS dy k do| AETA 
E dr | "e Na Tr | 


Da nun 4 von Null verschieden ist, so folgt für ein endliches 
Intervall des Arguments r: 
da: 
T: ~ 
Hieraus folgt, da a als Function von r die Eigenschaften der in 
$ 17 definirten Function @(r) hat, dass a längs der ganzen 
Curve £ constant und seinem Anfangswerth a, gleich sein muss. 
Fällt also die Curve & mit © nicht vollkommen zusammen, 
ist ferner ein ausserordentliches Verschwinden der Grösse & ent- 
weder überhaupt oder durch Beschränkungen der Curven % aus- 
geschlossen, und findet beim ordentlichen Verschwinden längs 
der Curve £ kein Zeichenwechsel statt, so sind die rechten Seiten 
der Gleichungen (54), (56), (57) in § 20 von Null verschieden und 


4 
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festen Vorzeichens. Die Extremalen 12, 02 ergeben also gegen- 
über den in der angegebenen Weise beschränkten Curven g in 
der That ein Extremum des Integrals J, und zwar ein Maximum 
oder Minimum, je nachdem & positiv oder negativ ist. 

Liegt speciell die Curve 2 in einer engeren, durch ọ und og, 
nach $ 17 definirten Nachbarschaft des Bogens 12 der Curve 6, so 
liegt der Winkel einer im Sinne wachsender t gezogenen Tangente 
des letzteren mit einer ebensolchen Tangente einer Extremale des 
Feldes, deren Berührungspunkt von dem der ersteren um weniger 
als ọ entfernt ist, unter einer Grenze @,, welche mit ọ un- 
beschränkt abnimmt. Nun giebt es zu jeder Tangente der Curve 
X eine entsprechende des Bogens 12, deren Berührungspunkt von 
dem ihren auch um weniger als ọ absteht und mit ihr einen 
Winkel bildet, der @, nicht übersteigt; der Winkel der Tan- 
gente der Curve Q mit der durch ihren Berührungspunkt gehen- 
den Extremale ist also kleiner als og, +4 ọ und wird bei hin- 
reichender Begrenzung der Nachbarschaft beliebig klein. Um 
das schwache Extremum zu sichern, braucht also & nur für den 
Fall, dass die beiden seinen Werth bestimmenden Linienelemente 
gegen einander und gegen ein in der Integrationsrichtung ge- 
nommenes Element der Curve & beliebig wenig geneigt sind, ein 
festes Vorzeichen zu haben, und nur in ordentlicher Weise zu 
verschwinden. Diese Festsetzung kann im Falle a) des § 17 
an Stelle der auf F, bezüglichen treten, aus welcher sie nach 
8 21 folgt. 

Um ferner aus den Gleichungen (54), (56), (57) des $ 20 
auf das starke Extremum schliessen zu können, muss erstens 
der Integrand für beliebig gerichtete Linienelemente des Feldes 
regulär sein, sodann aber die Grösse & (x, y, «', y', Dx,Dy) die 
oben bezeichneten Eigenschaften haben, wenn (Dz, Dy) ein be- 
liebiges, vom Punkte (x, y) ausgehendes Linienelement ist, =’, y’ 
sich aber auf die durch diesen Punkt gehende Extremale des 
Feldes beziehen. In den früher ($ 17) aufgestellten Kriterien des 
starken Extremums kann daher die Legendre’sche Bedingung 
im Falle b) durch die weniger fordernde Weierstrass’sche 
ersetzt werden, dass die Grösse & (x, y, x’, y, Dx, Dy) in allen 
Punkten eines gewissen, den Bogen 02 umfassenden Gebietes 
ein festes Vorzeichen besitze und nur verschwinde, wenn die 
Linienelemente (2, y’) und (Dg, Dy) zusammenfallen. 

In beiden Fällen a) und b) kann ferner die in $ 16 und 17 


Kneser, Variationsrechnung. 6 ` 
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wesentlich benutzte Forderung, dass der Integrand F nicht ver- 
schwinde, fallen gelassen werden, da die gegenwärtige Entwicke- 
lung offenbar von dieser Voraussetzung unabhängig ist. 


§ 23. 


Beispiele. Aufgabe I (§ 9). Man setzt hier mit posi- 
tiver Quadratwurzel 


F=y/7 F7, 


Ioe e r ao 
Ai y x'2 — y'? dr + y g! 2 —- y'2 dt dr 7) 


= VG+ (H | cos (ds, Ds) — 1 l, 


wobei ds, Ds die den positiven Differentialen dt, dr entsprechen- 


2 


den Bogenelemente sind. Die Grösse & ist also niemals positiv, 
und verschwindet nur, wenn ds und Ds zusammenfallen. Dasselbe 
ergiebt die Formel (58) des $ 21, wenn man setzt 


Fdt — yi +p? dx, F (a, Y, = =) dt = yı + p? Da, 


wobei die Quadratwurzeln das Zeichen des neben ihnen stehen- 
den Differentials haben müssen; man erhält 


(P — P)p Dr — z 
dt =? Y1 + Wope at — y1 +p?! D 
ip + |, 


= 11 F-E pip | =a E 
Fr a a E 


und auch dieser Ausdruck ist nie positiv, da 
V1 +p De 

positiv, die danebenstehende Klammer aber negativ oder Null ist 
infolge der Ungleichung 

L-a SAA LAr) 
Geometrisch bedeutet dieses Resultat nach § 21, dass in einem 
Dreieck 179, in welchem die Seite 79 im Verhältniss zu den 
anderen klein ist, die Ungleichung 
(61) Jis — Ir — In < 0 
gilt, d. h. die Summe der Seiten 17, 79 ist grösser als 19. Der 
mittelst des Ausdruckes 8 geführte Beweis für das Eintreten des 
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Extremums lässt sich in dieser Aufgabe völlig elementar geo- 
metrisch deuten. Sind 145 drei Punkte (Fig. 11) einer Geraden, 
7, 9 zwei Lagen des Punktes 2, Fig. 11. 


der eine beliebige Curve 45 
von 4 nach 5 hin durchläuft, so Be 
hat man nach (61), indem man n 
Längen gerader Strecken durch 1 $ 
J bezeichnet 

Jir er Jr; > Jis + Jg; 


die Grösse J,a + Ja; nimmt also ab, und hat zu Anfang einen 
grösseren Werth als zu Ende der Bewegung des Punktes 2. 


Aufgabe II ($ 9). Die Grösse 8 unterscheidet sich von der 
für die Aufgabe I erhaltenen nur um den positiven Factor y, die 
Weierstrass’sche Bedingung des starken Minimums ist also 
erfüllt. 

Führen wir die hyperbolischen Functionen ein und setzen 
e+e”’ n e—e” 1 Ginz 
D TWEET ; Y4= T Gm 
wobei die Gleichungen 

Goj?z — Sinz = 1, d6&ojz = Sinzdz, dESinz = Cof zdz, 


Coj 2 = 


TO u. .__d 
bestehen, so gelten für die Extremalen die Gleichungen 
„æ — b < g% — b 
(62) y = abo) "ul: aa Sin a 


Wir fassen speciell diejenigen Extremalen ins Auge, welche 
die gegebene Curve ©, transversal, d. h. rechtwinkelig ($ 11) 
schneiden. Die Gleichung dieser Curve sei 

Yo = f (£o); 
dann sind die Constanten der senkrecht schneidenden Extre- 
malen den Gleichungen 


u — b 
Yy = a &oj — Fa 1-+29f'(&) = 0 
unterworfen, oder, wenn 
Me Kur % = zer: 


gesetzt wird, 
6* 
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(63) &) = abfu, 1 + f' (2) Sin w = 0. 
Differenzirt man hier und in der ersten Gleichung (62) nach 
£, Lo A, b, so.ergiebt sich 
dy = Sinuds + 0.d xo + (Coj u — u Sin u) da — Sin ud b, 
0 = [Sin uo — f’(&,)] dx + (Cof uo — uo Sin wo) da 
— Sinwdb, 


6O o [EE boju" (r) Sinu] da E2 


uo Cof da 
Er Da Cof Uo db. 


Die Determinante der mit da, db behafteten Glieder in den letzten 

beiden Gleichungen ist 

“= f (x) Cof u, | CoÎ to — u, Sinu, — Sinto | __ t (£o) Cof2uo 
u — U a ee N — a 


3 


also von Null TERN wenn, was wir voraussetzen wollen, 
die Curve 6, an der betrachteten Stelle nicht der x-Axe parallel 
läuft. Man kann daher a und b als reguläre Functionen von x, 
aus den Gleichungen (63) bestimmt denken, und erhält y durch z 
und x, ausgedrückt. Da ferner y längs jeder Kettenlinie eine 
eindeutige Function von x ist, kann man t= x setzen; für die 
Extremalenschar, welche ©, senkrecht schneidet, erhält man daher 
= aen = ge: dy = pdx + Adti 
Aus den Gleichungen (64) ergiebt sich aber, indem man da und 
db durch eine elementare Rechnung eliminirt, 
Mdy = ME&inudx + da, (...), 

wobei der Factor von dx, die Determinante der Coöfficienten 
von dæ, da, db in den citirten Gleichungen ist; man hat daher 


0 Cofu — u Sin u — Ginu 
Sin uo — f' (£o) Cofuo — uo Sinw — Sin w 


MaS 


gAn FE) Goju wo +f" (£) Sinu — al ENN Coĵ to ilgai, 


So lange dieser Ausdruck nicht verschwindet, liefert der im Punkte 
0 die Linie 6, senkrecht schneidende Extremalenbogen 02 ein 
starkes Minimum der Rotationsfläche, verglichen mit allen Curven, 
die © mit dem Punkte 2 verbinden. 

Berücksichtigt man ferner die zweite Gleichung (63) und setzt 
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Hi (2o) y CA 5 l; 1 

m a a7 £ F 34 = e 
Vera Gremu 7 HT 

so ist |r| der Krümmungsradius der Curve 6, und man kann 

schreiben 


Ber, Cofè uo | Coju —u Sinu Sinu 
O r Sinu | Cof uo — u Sin ug Sin wo 
Goj2u | Coju —u Sinu —Einu 
+ —= | Cof uo Ctg u, CoÎ uo — u, Sin w — Sin w |. 
ySinw | 
Ar | —1 Up 1 


Geht 6, in einen unendlich kleinen Kreis iner, so wird r = 0, 
und die Gleichung 4 = 0 erfordert 
Coju —u Sinu Ginu 
Coj uo — uo Sinu, Sin w 
oder 


— 0, Ctgu — u = Ctg uy — % 


p Po 

diese Gleichung drückt aus, dass die Tangenten der Extremale 
in den Punkten 0 und (x, y) sich auf der x-Axe schneiden. So 
lange dies also für keine zwei Tangenten des Bogens 02 eintritt, 
bilden die durch den Punkt O gehenden Extremalen ein Feld 
jedes Bogens 12, der ein Theil von 02 ist. Da nun die Punkte 
0 und 1 einander beliebig nahe rücken können, so folgt, dass 
jeder Bogen der Extremale, von dessen Tangenten keine zwei 
sich auf der x-Axe schneiden, ein Extremum bei festen End- 
punkten liefert. 

Im allgemeinen Falle einer endlichen Krümmung der Curve 
6, hat die Gleichung 4 = 0 die Form 

A (6ofu — u Sinu) + B Ginu = 0, 

wobei A und B allein von wo, Yọ und 1:r abhängen, und in 
Bezug auf die letzte Grösse linear sind. Ist A von Null ver- 
schieden, so kann man die Gleichung schreiben 


(65) Cgu—u +Ë = 0; 
die linke Seite hat dann die Ableitung 
PR Bo 
Sin? u ; 


nimmt also bei wachsenden Werthen von u beständig ab. Nun 
findet man leicht 
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Ctg (F ») =F 1, Ctg (+ 0) = œ, 
die Gleichung (65) hat also eine einzige endliche Wurzel, wenn 
|B| > |4], 

anderenfalls hat sie keine Wurzel. Fixirt man ferner «, und yo, 
d. h. hält man den Punkt 0 und die Richtung der Curve 6, fest, 
so kann über die Krümmung dieser Curve so verfügt werden, 
dass B: A einen gegebenen Werth erhält; man kann also durch 
passende Wahl von r immer erreichen, dass die zur Curve 6, 
senkrechte Extremale in einem gegebenen Punkte 2 aufhört, mit 
Sicherheit ein Minimum im Vergleich zu den die Curve 6, mit 
dem Punkte 2 verbindenden Curven zu liefern. 


Aufgabe IV (8 9). Ist Q eine beliebige, in der wy-Ebene 
vom Punkte w = y = 0 aus durch die Halbebene y > 0 zur 
Linie y wieder herabsteigende Linie mit den Stetigkeitseigen- 
schaften der ebenso bezeichneten in § 17, und hat der Para- 
meter t im Coordinatenanfangspunkte den Werth to, so ist, in- 
dem w für das Zeichen u des $ 9 gesetzt wird, 


0 
mit positiver Quadratwurzel, also sicher 
f dy y? 
T 
(67) sa [van e2 
To 
Das Gleichheitszeichen gilt nur dann, wenn zwischen tọ und r 


immer 
dw 


ee 

dr 
ist. Die entsprechende Curve Q, in der xy-Ebene liegt also im 
ersten Quadranten (x > 0, y > 0) und im Inneren, d. h. auf 
der concaven Seite der Parabel 
(68) we 2%, 
Das Innere dieser Parabel wird durch die vom Punkte 0 (2 = y = 0) 
ausgehenden Extremalen 

í 2 2 

(69) 1-5= 1-4), =r- y 
genau einfach bedeckt, da sich aus diesen Gleichungen ein ein- 
ziger positiver Werth von a? ergiebt, wenn z, y gegeben sind und 
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2% — y? positiv ist. Geht die Curve % zuerst ein Stück weit 
parallel der y-Axe, so hat die Curve %, ein entsprechendes 
Stück 01 mit der Parabel (68) gemein, welches für J den Bei- 
trag Null ergiebt; ist daher 3 der Endpunkt der Curve &,, also 
Ya = 0, so hat man längs derselben 


(70) Jos _ Jis. 


Hat die Curve %, die Parabel einmal verlassen, so kann sie die- 
selbe nicht wieder erreichen, da dann dw:dr wenigstens strecken- 
weise von Null verschieden ist, in der Relation (67) also das 
Gleichheitszeichen nicht mehr gelten kann. 

Die Ellipsen (69) bilden ein Feld innerhalb derjenigen Hälfte 
der Parabel (68), für welche y > 0; denn hier ist 


tN? 


woraus sich ergiebt 
en a 7 
23 a’ ) 
ein Werth, der offenbar von Null verschieden ist. Man findet 


ferner, wenn a und die Quadratwurzel positiv, und 2 irgend ein 
Punkt des betrachteten Gebietes ist: 


i 2 2 3 
(T1) u = [orren [E85 


a 3a? 
0 


und verificirt leicht, indem man dy mittelst der Gleichung (69) 
durch dæ und da ausdrückt, und v’, y, p auf die Extremalen 
des Feldes bezieht, die Gleichungen 

Fy =a, Fy = — ay?p, du = Fyd£ + Fydy; 
daraus folgt, wenn der Punkt 2 längs der Curve Q, von 1 bis 3 
läuft: 

d (Joa + J23) = 6dr, 

und man hat nach der Formel (58), wenn Dg und p sich auf 
die Linie £,, p auf die Extremale bezieht, 


Edr == y 1— ypp ENT y1 jir- yapi l Dr, 
ER J 
wobei die Quadratwurzel im Nenner positiv ist. Nun liegt für 
jede in Betracht kommende Richtung die Grösse 
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day _ = ORN 
Yda ydy? + dw? 


zwischen den Grenzen + 1 und erreicht diese selbst auf der 
Extremale des Feldes nur für y — 0; so lange also y nicht ver- 
schwindet, ist y2pp ein echter Bruch und die Grösse 1 — y?pp 
positiv. Dasselbe gilt, da y und Dx positiv sind, von &dr offen- 
bar, wenn Yl — y2p? negativ ist; hat diese Grösse einen posi- 
tiven Werth, so folgt aus der allgemeinen Ungleichung 


VE er er 
dass dr nie negativ ist und nur verschwindet, wenn p = P, 
d. h. nur in ordentlicher Weise, da das auf die Extremale be- 
zügliche Differential dæ ebenso wie Dg positiv ist. Besteht die 
Gleichung 
Baar y? p? = 0, 

so ist zwar der in x, y ausgedrückte Integrand des Integrals J 
singulär; die ursprüngliche Definition 


lehrt aber, dass J,, trotzdem eine Function g(r) im Sinne des 
§ 17 bleibt. Die Grösse dJ}, verschwindet in diesem Falle; du 
hat den Ausdruck | 
du = a (1 — y2pp) da, 

bleibt also positiv. Wenn daher & auf der Curve %, nicht 
überall ordentlich verschwindet, d. h. wenn diese Curve nicht 
mit einer der Extremalen (69) zusammenfällt, so wächst die 
Grösse Jos + Jas beständig, so lange der Punkt 2 zwischen 1 und 
3 liegt; in diesen Punkten selbst gelten freilich unsere Be- 
trachtungen nicht mehr. Nähert sich der Punkt 2 den Lagen 
1 und 3, so convergirt jene Grösse gegen die Grenzwerthe 
Ji} und J,,; denn wenn der Punkt 2 sich einer bestimmten 
Stelle der Parabel annähert, ergeben die Formeln (69), (71) 


lim Ž = 0, lim u = lim Jaa = 0. 


Aus dem Verhalten der Grösse & ergiebt sich also mit Be- 
rücksichtigung der Relation (70), wenn %, nicht eine der Curven 
(69) ist, 
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Jos > Jis Js > Jors 
d. h. die Kugel hat grösseres Volumen als der durch Rotation 
der Curve X entstandene Körper von derselben Oberfläche. 


§ 24. 


Geht man die Curve © vom Punkte 0 aus in der Richtung 
wachsender ¢ entlang, so sei 6 der erste Punkt, in welchem, 
nachdem man 0 verlassen hat, die Grösse 4 verschwindet. Wir 
setzen voraus, dass dies eher eintrete, als die Functionen € und y 
ihre vorausgesetzten Eigenschaften längs der Curve & verlieren, 
so dass 6 noch ein regulärer Punkt dieser Curve ist, in dessen 
Umgebung durch Ungleichungen 

t—4tji<sja— al< e 
für die Grössen t, a ein Gebiet ©’ definirt wird, innerhalb dessen 
die Functionen é, n, F (é, n, &, n.) regulär bleiben und die Grösse 
& + n? von Null verschieden ist. Die entsprechenden Punkte 
(x, y) welche durch die Gleichungen 
gic £ (fi-a), y = n (t, a) 

bestimmt werden, gehören dem Felde eines Theils der Curve & 
nicht mehr an, da sie im Allgemeinen gewisse Gebiete der 
Ebene doppelt bedecken. Nimmt, wie früher, im Punkte 0 die 
Curve ©, ihren Anfang, welche von den Extremalen des Feldes 
transversal geschnitten wird, so nennen wir 6 den extremalen 
Brennpunkt der Curve ©, auf der Extremale ©; zieht die 
Curve 6, sich in den Punkt 0 zusammen, durch welchen dann 
auch alle Extremalen des Feldes gehen, so heissen 0 und 6 
conjugirte Punkte oder ausführlicher extremal con- 
Jugirte Punkte. Z: B. sind nach § 23 bei der Aufgabe II 
conjugirte Punkte dadurch charakterisirt, dass ihre Tangenten 
sich auf der «-Axe schneiden; der extremale Brennpunkt einer 
beliebigen Curve 6, wird durch die leicht discutirbare Gleichung 
(65) definirt. 

Wichtige Eigenschaften der conjugirten und Brennpunkte 
beruhen darauf, dass die Grösse 4 einer linearen Differential- 
gleichung genügt, welche allein durch die Extremale 6 bestimmt 
wird. Zu dieser Gleichung führt die geometrische Bedeutung der 
Grösse 4, welche aus folgender Betrachtung erkannt wird. Es 
seien 
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xz = $ (t, a) y = n (t, a), 
T= Ẹ (r, a + òa), J = 1 (m, a + da) 
zwei benachbarte Extremalen des Feldes und liege der Punkt 
(Z, y) auf der Normalen der ersten Curve im Punkte (x, y). Die 
Richtungscosinus dieser Geraden sind 


(72) 


— y - x 


— yrsg | wip y? ve yri F y? 
nimmt man die PAPAA positiv, so beziehen sich diese 
Grössen auf diejenige Richtung, welche zur Richtung wachsender 
t so liegt, wie die +y-Axe zur +x-Axe, Die Gleichung der 
Normale ist 


@— as) s + — y)y' = 0; 
die Gleichungen (72) kann man schreiben 

T — au — {és (t — t) + aða + |t — t, ala ! = 0, 

y — y — {m (r — F aða + [r — t ôal } = 0, 
wobei die Grössen &, a ... für das Argumentsystem i,a zu 
nehmen sind. Die Functionaldeterminante der linken Seiten 
dieser drei Gleichungen nach 7, y, t ist, wenn für diese =, y, t 
gesetzt wird: 


le y O | 
10 bar 4y, 
0 1 n 


also von Null verschieden; man kann daher die Grössen 7 — 7z, 
Y — y, t — t nach da entwickeln, wobei die linearen Glieder 
dieselben sind, wie wenn die Gleichungen jene drei Differenzen 
nur streng linear enthielten; somit folgt 


u — n Ada Jöda 
Ze + ah gym h t Dal 
oder, wenn 
(73) Ida 


EET] 
gesetzt wird, 


T — s= Xo + [ða] 7 — y = Yo + [ða]; 
œw ist also der Normalabstand der beiden Extremalen, wenn d« 
unendlich klein wird, positiv oder negativ genommen, je nachdem 
die Richtung zum Punkte (x, y) hin mit der oben definirten 
Normalrichtung übereinstimmt oder nicht. 
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Nun beschreibt der durch die Gleichungen (72) definirte 
Punkt (z, y) bei willkürlich festgelegtem Werth von ða eine 
Extremale; sind wie in § 4 die Gleichungen einer solchen 

PEN WeL 


so kann man in ihnen z, y für x, y substituiren und nach da 
differenziren; setzt man sodann da = 0, so ergiebt z. B. die 
erste Gleichung 
oP oz: ar OT oP 9" or © 
ot oba | da dia | oa" dda | 9y 95a 


Liste 


Dies Resultat kann auch in folgender Weise ausgedrückt werden: 
es gelten die Gleichungen 
P = u DER 

wenn man setzt 
(74) re Pe EE a A 
letztere Gleichungen definiren, wie wir sagen wollen, eine Normal- 
variation. Da nämlich offenbar bis auf Glieder [da], die 
Gleichungen 

òT òy 

da aa ne Fr 
gelten, so kann man die Operationen 


da 


o 
0, ta cda 


bei der Voraussetzung (74) als identisch betrachten. Um die 
angedeuteten Rechnungen durchzuführen, gehen wir von den 
Identitäten 


d Fy N ARME döF, 
ee Te er 5 
aus; letztere ergiebt leicht 


"N 1 dF',. N dFz; 
òP = (Foe — z ) ðe + (Fay — = )ðv 


l ; ! 
prs K (Fewðt + Fryöy) + (Fry — Fyw) 9y 


und analog findet man 


aQ = (Fy SG) 80 + (Fr — SG) dr 


d , U I 
m= (Fyzd2 + Fywðy) + (Fr — Fry) de". 
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Jetzt werde die in $ 16 definirte Grösse F, eingeführt und be- 
rücksichtigt, dass für die Normalvariation (74) 
yöd—ady=— oa arg; 


setzt man noch 
Fi = F, (2? p y'?), 


Fy = (Foa — E) X° H (2 Eoy Gr GE) XY 


dt dt PAA 
Tiar 


+ (En — TE) PH Eoy — Be) X Y' — IX), 


so ergiebt sich aus den hingeschriebenen Werthen von òP 
und ô Q 
XôP + Yô Q = Ro—X-, (FiXo)—Y = (aY o); 


mit Berücksichtigung der a 
Meier AK EYY >86 
folgt hieraus 
d m) 


(75) P+-YQ=Fo— (Fr): 


und dies ist, was wir später benutzen, eine reine Identität bei 
der Voraussetzung (74) und beliebigen Werthen von ø. 
Nimmt man für © den Werth (7 p so ergiebt sich 


UPL noai Ko s(t Sa 


Wenn daher längs des betrachteten Stückes der Extremale 


x = $ (t, a) y= nq (t, a), 
etwa längs des Bogens 06 die Grösse Fı von Null verschieden 
ist, so genügt œ einer linearen Differentialgleichung, deren 
Coëfficienten, wenn man sie in der Form 
o" + Ma + No = 0 

schreibt, von tọ bis. t reguläre Functionen von ¢ sind. Die 
Grösse w kann daher, wenn sie nicht identisch verschwindet, 
nicht zugleich mit ihrer Ableitung nach ¢ verschwinden und der 
Gleichung (73) zufolge gilt dasselbe von 4, so dass jedenfalls 


A (te do) Z 0. 
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§ 25. 


Die erhaltene Ungleichung zeigt, dass man die Gleichung 
(76) AG a= 0; 
der das Werthsystem ts, a, genügt, in der Umgebung desselben 
nach ¢ auflösen kann; schreibt man diese Gleichung in der Form 


Ir (tes ao) (t— ts) + La (tes ao) (a — ao) + [a — ao, t— tela = O, 
so ist klar, dass man aus ihr erhält 


FF 
ee (a — ao) + [a — ala 


Substituirt man diesen Werth in die Entwickelungen von & und 
n für die Umgebung der Stelle 6, so wird durch die Gleichungen 
(17) or a e [a — olı 

y = n (t, a) = ys + [a — al 
eine Curve definirt, welche den Punkt 6 enthält und durch € 
bezeichnet werde (Fig. 12). Sie ist in allen Punkten, welche 
hinreichend kleinen, nicht ver- Fig. 12. 
schwindenden Werthen von |a —a,| 
entsprechen, regulär; im Punkte . 
6 selbst kann sie "einen Rück- 
kehrpunkt darbieten oder auch 
speciell sich ganz in diesen Punkt 
zusammenziehen. Letzteres ge- 
schieht in dem Falle, dass die Po- 
tenzreihen [a —a,|, in den Glei- 
chungen (77) identisch verschwin- 
den. Die Incremente der Coordi- 
naten beim Fortgang längs dieser 
Curve haben folgenden Ausdruck 


Dr Kae (& + é “3 n 54a — fadi da, 


da da as Ai 
d lt Aa — Nha A 
Dy =F} da = (m +u Fa) d0 = ” er “da; 


da nun é und y, nicht zugleich verschwinden, so kann die 
Gleichung (76) in einer der Formen 


— Mb p Emha 
t= h= 
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geschrieben, und hieraus eine der Doppelgleichungen 


lt 
Dy= £ &+&7, «=: Di, 
a a er 


En = 
Da = È (q + N =) de == a 


gefolgert werden; i Curve € wird also in er ihrer Punkte, 
welche von 6 hinreichend wenig entfernt sind,-von derjenigen 
Extremale des Feldes berührt, welche zu demselben Werthe von 
a wie der betrachtete Punkt gehört. Die Curve ist also Enve- 
loppe der Extremalen des Feldes, und die Existenz einer solchen 
unter den eingeführten Voraussetzungen erwiesen. 

Längs der Curve & nähert man sich nun dem zu a = % 
gehörigen Punkte 6, wenn man a um da vermehrt und annimmt 


(79) (a — a) da < 0. 
Wenn ferner é im Punkte 6 nicht verschwindet und 


(80) é, = $ i fg 


so ist bei der Annahme (79) 
R 


(a — %) <0, 


de aa > 0; 


bei dem durch die aoi (80) bestimmten Vorzeichen der 
Grösse a — a, haben daher die Grössen &, und Dx dasselbe Vor - 
zeichen, und stimmt der nach dem Punkte 6 hin gerichtete Fort- 
gang längs der Curve & überein mit der Richtung wachsender t 
längs der berührenden Extremale. Diejenige Hälfte der Curve 
Œ, für welche die Ungleichung (80) gilt, nennen wir ©; längs 
derselben hat man nach (78) die beiden Gleichungen 


(81) Di=u.&dt=oada, Dy= «.ydi= ady, 


wobei «œ positiv ist. Zweifelhaft wird die Existenz eines solchen 
Bogens €, nur in dem Falle 


dx 6 6 
TES =o, 84-64) = 0 
in welchem auch die Gleichung 
6 6 
n L| = wha nA (a -259 =0 


besteht. Dann hat möglicherweise (Fig. 13) die Curve & im 
Punkte 6 einen Rückkehrpunkt; nur wenn beide Zweige vom 
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Punkte 6 in der Richtung fortgehen, welche auf der Curve © 
wachsenden Werthen von t entspricht, ist kein Bogen &, vor- 
handen. Wir bezeichnen Fig. 13. 
dies als den Ausnahmefall. 
Wie früher sei 0 ein 
Punkt der Curve @, und 3 
ein mit ihm auf derselben 
Extremale des Feldes lie- 
gender Punkt, auf den sich 
die Argumente a und ¢ be- 
ziehen. Dann ist die Grösse 
3 


== | F man) di 
0 

nicht nur, wie wir wissen, 

im Felde, sondern auch in 

demjenigen Gebiete ©' eine 

reguläre Function von a und £, in welchem die Grössen £, y 

F (&, ù, &, n) regulär bleiben. Die Gleichungen 


cu 


— — Fı (&, N, Én ne) > + Fy (8, N, ts ne) Nas 


ca 
ou 


AY == (£, N, Et, ne), 


welche zunächst für das Feld abgeleitet sind, gelten daher auch 

im Gebiete ©, da in diesem ihre rechten wie linken Seiten regu- 

läre Functionen von a und ¢ bleiben. Speciell sei 3 ein Punkt 

der Curve &; dann hat man beim Fortgang längs derselben 

du = Fa (£, ..., M) (Eada +H érd t) + Fy (E, ... M) (Nada + ndt) 
=y E o Dr A Feld a g Dy. 


Andererseits bilde man längs der Curve Œ das Integral 
6 
"TE — | Ezy, Dt, Dy), 
3 


so dass das Zeichen D der nach dem Punkte 6 hin gerichteten 
Bewegung längs der Curve € entspricht. Dann ist 
dh; = — F (z, y, Dax, Dy) = — F(&n, Dx, Dy). 


Diese Grösse ist der für du erhaltenen entgegengesetzt, wenn 
man die Homogeneitätsgleichungen 
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Fy (& N, Ei, ne) = Fy (é, N, Dx, Dy), 

Fy ($; N En ne) = Fy (&, 9 Da, Dy) 
anwenden kann, also wenn die Gleichungen (81) gelten und « 
positiv ist, so dass der Punkt 3 dem Bogen &, angehört. In 
diesem Falle hat man die Gleichungen 
Fat ..„m) Dz-+ Fr (&..„n) Dy = Fr (&n, Dx, Dy) Dx 

+ Fy È, n Da Dy) Dy = F (& n, Da, Dy), 
du + dda = d (Ju t hm A 
Da nun, wenn der Abstand der Punkte 3 und 6 unendlich. klein 
wird und damit die Extremalen 03 und & zusammenfallen, offen- 
bar die Gleichung a 
lim (Jos + J36) = Jos - 
gilt, so folgt allgemein 
(82) k + dj = in Jos. 
Zieht sich die Curve Œ in den Punkt 6 zusammen, so erhält 
man offenbar 
Is = O: 

Die Werthe von J,, auf den verschiedenen Extremalen des Feldes 
sind also gleich. 

Jetzt kann die Curve 036, welche aus dem Extremalen- 
bogen 03 und dem der Curve &, angehörigen Stücke 36 be- 
steht, als der engeren Nachbarschaft des Bogens 06 angehörig 
aufgefasst werden; denn sobald der Abstand 36 hinreichend 
klein geworden ist, sind die Tangenten des Bogens 36 von 
der des Punktes 6, und die Tangenten der Extremale 03, 
welche stetig in den Bogen 06 übergeht, von den Tangenten 
des letzteren beliebig wenig verschieden. Der Bogen 036 ge- 
hört also zu denjenigen Curven %, mit denen man den Bogen 06 
vergleichen müsste, wenn dieser das Integral J auch nur zu 
einem schwachen Extremum machen sollte im Vergleich zu anderen 
die Curve © und den Punkt 6 verbindenden Linien. Dann 
müsste die Differenz 

Jos — Jose = Jos Ia (Jos S J36) 
ein festes Vorzeichen haben, ohne zu verschwinden, während sie 
nach (82) den Werth Null hat. Der Extremalenbogen 06 liefert 
also sicher kein Extremum des Integrals J, auch kein schwaches; 
das Extremum hört vielmehr in der durch die Gleichung (82) 
näher bezeichneten Weise im Punkte 6 auf. Hiermit ist, die 
Existenz des Feldes vorausgesetzt, folgendes Resultat bewiesen. 
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Wird die reguläre Curve 6, von der Extremale © im Punkte 
0 transversal geschnitten, und letztere vom Punkte 5 durch- 
laufen, so hört der Bogen 05 auf, ein schwaches Extremum des 
Integrals J unter den vom Punkte 5 zur Curve @, gehenden 
Linien zu liefern, sobald der Punkt 5 in den Brennpunkt 
der Curve ©, hereinrückt. Dasselbe gilt, wenn die Curve 6, 
sich in einen Punkt O0 zusammenzieht, bezüglich des Extremums 
unter den die festen Punkte O und 5 verbindenden Curven, so- 
bald der Punkt 5 in den zu 0 conjugirten Punkt übergeht. 
Eine Ausnahme findet nur statt, wenn die stets vorhandene Enve- 
loppe der Curven des Feldes im Brennpunkte einen Rückkehr- 
punkt von besonderer Art besitzt; in diesem Falle lehrt unsere 
Betrachtung, dass in beliebiger Nähe des von zwei conjugirten 
Punkten begrenzten Extremalenstückes andere solche liegen, 
welche mit jenem den Anfangspunkt gemein haben, und so be- 
schaffen sind, dass sie sicher kein Extremum mehr liefern. In 
Fig. 13 z. B. hat man offenbar 


Jis = doe F Jos- 


8 26. 


Beispiel. Bei der geradlinigen elastischen Schwingung 
eines materiellen Punktes führt das Hamilton’sche Princip 
auf das Integral 


J= | dx (p? — y”, 
dessen Extremalen durch die einfache Gleichung 


= +y=0 
bestimmt werden. Die Extremalen 

y=asinz 
gehen alle durch den festen Punkt 0 (æ =— y = 0), in welchen 
wir die Curve 6, zusammengezogen denken. Setzt man z = t, 


so erhält man 
a — ê? (2 asing) 
ò (x, a) 
für den dem Punkte 0O conjugirten Punkt 6 ist also x = m, in 
seiner Umgebung sind offenbar x und asing reguläre Functionen. 
Die Curve & zieht sich in den Punkt 6 zusammen, da alle Extre- 


Kneser, Variationsrechnung. 7 


s 


= BER: 
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malen der betrachteten Schar durch ihn hindurchgehen. Die 


längs ihrer erhaltenen Integrale J haben gleichen Werth: 
x 

asin 2x |7 

DASA = — 0. 


Jog = [ads (cos?x — sin?x) = 
0 

Derselbe Fall tritt ein bei den grössten Kreisen der Kugel 
als kürzesten Linien; zu jedem Punkte ist der diametral gegen- 
überliegende conjugirt. Auf den von einem Nabelpunkte aus- 
‚gehenden geodätischen Linien eines dreiaxigen Ellipsoids ist der 
diametral gegenüberliegende Nabelpunkt dem Ausgangspunkte 
conjugirt, und die beide verbindenden geodätischen Bögen sind 
von gleicher Länge. 

Das einfachste Beispiel für die allgemeine Gleichung (82) 
bietet die Grundeigenschaft der Evolute, durch ihren Bogen die 
Differenz der ihren Endpunkten entsprechenden Krümmungs- 
radien der Evolvente zu messen. Man erhält diesen Satz, indem 
man die Gleichung (82) auf die Aufgabe I anwendet, und die 
Evolvente als Curve 6, betrachtet. 


Aufgabe VI (§ 11) Eine Aehnlichkeitstransformation, 
deren Centrum auf der x-Axe liegt und die Abscisse x, hat, 
wird durch die Gleichungen 

Yy = ay, T— v=eu(a — 1), T= æy — (w — 1) t 
definirt. Hat man also durch die Gleichungen 

y2)2 
g= nr eh zb +3 (5 +3 -+ Wp) 
eine Extremale dargestellt, so beschreibt der Punkt (x, y) eben- 
falls eine Extremale. Eine beliebige Tangente einer solchen hat, 
wenn X, Y laufende Coordinaten sind, die Gleichung 
Y—y=p (X — o} 

schneidet also die x-Axe in einem Punkte T, dessen Abscisse 


Zi — Y 
P 
ist. Da nun hiernach 
dX __ Y 
u 


und die Werthe p = 0, p=- œ für X die entsprechenden — œ, 
+ œ ergeben, so durchläuft der Punkt T, wenn a und damit y 
positiv ist, die x-Axe genau einmal im positiven Sinne, wenn 


www.rcin.org.pl 


S 26. Hinreichende Bedingungen des Extremums. 99 


p wachsend alle positiven Werthe, der Berührungspunkt der be- 

trachteten Tangente also ($ 11) die ganze Curve durchläuft. 
Jetzt sei (Fig. 14) eine Gerade @, unter dem spitzen Winkel 

y gegen die + x-Axe geneigt; daun wird sie von einer Extre- 


Fig. 14. 


+ 


malen © im Punkte O transversal geschnitten, wenn in diesem 
die Gleichung 
>a p 
EFE Aey a 
besteht, welche offenbar 
(83) tgp <p 
ergiebt. Zu einem gegebenen Werthe von tgẹ gehören zwei 
reelle Werthe von p, deren Product 3 ist, sobald die Ungleichung 


1 
t = 300 
gy < y3’ us 


tv = 


besteht; einer jener Werthe, den wir zur Construction von C 
benutzen, ist daher kleiner als y 3 und gehört zu einem Punkte des- 
jenigen Zweiges der Extremale, dessen Stücke ein Minimum des 
Widerstandes ($ 18) ergeben. Ist ferner 7 der Schnittpunkt der 
Tangente der Extremale im Punkte 0 mit der x-Axe, 8 der Schnitt- 
punkt dieser mit der Geraden ©, so liegt nach (83) der Punkt 
7 rechts von 8, d. h. nach der positiven Seite hin. Durchläuft 
daher ein Punkt die construirte Extremale © von 0 aus in der 
Richtung wachsender x, also abnehmender p, so bewegt sich der 
Punkt 7 von der Lage 7 aus nach — œ hin, erreicht also in- 
zwischen die Lage 8; der Berührungspunkt der durch 8 gehenden 
Tangente der Curve & sei 6. 

Den Punkt 8 mache man nun zum Centrum einer Schar 
von Aehnlichkeitstransformationen; dieselben führen die Curve © 

7* 
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in eine Schar von Extremalen über, welche die Gerade ©, trans- 
versal schneiden, und die Tangente 68 berühren. Letztere ver- 
tritt also die Enveloppe & der allgemeinen Theorie, 6 ist der 
Brennpunkt der Geraden €, auf der Curve Œ, und 6, ist die 
Strecke 68. Ist 2 irgend ein Punkt dieser Strecke, und schneidet 
die in ihm berührende Extremale der construirten Schar die 
Gerade €, im Punkte 1, so gilt für das Widerstandsintegral die 
Gleichung 
Jio + Jas = Jos, 

wobei J,, längs der Geraden 68 gebildet wird. Lässt man da- 
her den Punkt 5 längs der Curve Œ laufen, so giebt der 
Bogen 05 ein schwaches Minimum des Widerstandes, verglichen 
mit den vom Punkte 5 nach der Geraden 6, gezogenen Curven, 
so lange der Punkt 5 dem Bogen 06 angehört; rückt er in die 
Lage 6 hinein, so zeigt die obige Gleichung, in welcher Weise 
schon für den Bogen 06 die Minimumseigenschaft verloren geht. 

Die bei der Aufgabe VI angewandte Methode zur Con- 
struction und Begrenzung eines Feldes kann auf jede Aufgabe 
übertragen werden, bei welcher die Extremalen einer Schar 
durch eine bekannte continuirliche Gruppe von Transformationen 
in einander übergehen. Wo die sogenannten Bahncurven der 
Transformation die Extremalen der Schar berühren, liegen die 
Grenzen des Feldes. 


LSS] 


1 


S 


Dass sich die Extremalen wenigstens stückweise mit Feldern 
umgeben lassen, ist bei den einzelnen Aufgaben meist leicht 
ersichtlich. Um aber über diese Verhältnisse allgemeine Sätze 
aufstellen zu können, stellen wir eine functionentheoretische 
Betrachtung allgemeinen Charakters an, von der auch später 
noch Gebrauch zu machen sein wird. 

In den Differentialgleichungen 


dz 


| dy _ ; dz 
(84) Er yA (z, Y, 2, TE dx 


dx 


deren Anzahl n sei, ebenso wie die Anzahl der Unbekannten 
Y, Z, ..., seien die rechten Seiten regulär in der Umgebung der 
Stelle 


(85) a A A EE RE 


HEHE 
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dann existirt bekanntlich ein Integralsystem, dessen Glieder für 
æ — x, die willkürlich vorgeschriebenen Werthe 
Y = Yo Z = Zo 
annehmen, sobald die Grössen 
lyo — Kl, Io — Zh --- 

unterhalb einer gewissen Grenze liegen. Für diese Integrale 
erhält man Reihen, indem man die Gleichungen (84) nach x 
differenzirt, und rechts alles durch Functionen von z, y, 2, ... 
allein unter Elimination der Differentialquotienten darstellt. Setzt 
man in den so erhaltenen Ausdrücken, welche ebenfalls in der 
Stelle (85) regulär sind, für x, y, z,.... die Werthe £o, Yos 20 ++, 
so erhält man die Coefficienten der Taylor’schen Entwicke- 
lungen jener bestimmten Lösungen y, z,... nach Potenzen von 
æ — xo Diese Coöfficienten sind, wie in den Beweisen für die 
Existenz der Integrale gezeigt wird, dem absoluten Betrage nach 
leiner als die entsprechenden einer gewissen convergenten 
-=SPotenzreihe des Arguments æ — x,, welche von der speciellen 
Wahl der Grössen Yo, Zo, ... unabhängig ist. Sieht man also letz- 
Stere als variabel an, so convergiren die für y, 2,... erhaltenen 
Reihen in einem gewissen Gebiete gleichmässig; ihre Werthe für 
„ein bestimmtes Argument x sind also als Potenzreihen von 


= — Y, zo — Žv» ... darstellbar; offenbar kann man setzen 

2€ Y = Yo F (8 — %) [£ — £o Yo — Yo, 2 — Zos -Jo 

= z = gy + (2 — xo) [£ — 2o Yo — Yo, 20 — Zo, hos + 
s0 dass die Functionaldeterminante 

= Ol Er, 

S ò (Yo, Fos sea) 

‚für r = x, den Werth 1 erhält. Die Werthe von y, 2, .... für 


irgend ein bestimmtes Argument x sind also als Functionen der 
Grössen Yo, 20, ... von einander unabhängig. 

Nun seien die Grössen Y, Z, ... als reguläre, den Gleichungen 
(84) genügende Functionen von x in einem reellen Intervalle 3 
definirt, welches nach unten durch den Werth x, begrenzt wird; 
für diesen sei 

ET h 
für <= x, dagegen 

En Pe S 
und jedes im Intervalle $ erhaltene Werthsystem (x, Y, Z, ...) 
gehöre zu denjenigen, in deren Umgebung die Functionen f, g, ... 
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regulär sind. Alsdann giebt es der durchgeführten Ueberlegung 
zufolge positive Grössen ð, € von der Beschaffenheit, dass ein 
in dem Intervall 
(86) to LIAE 
reguläres Integralsystem existirt, welches, wenn x, irgend eine 
Stelle dieses Intervalls bedeutet, und die Ungleichungen 

Pre ee N 
bestehen, für x — x, die vorgeschriebenen Werthe yi, 21, ... an- 
nimmt. Die Werthe y, z,... an irgend einer bestimmten Stelle 
des Intervalls (86) sind dann in der Umgebung des Werth- 
systems (Y,, Z,, ...) reguläre, von einander unabhängige Func- 
tionen von Yı, Z1... Es sei ferner y die obere Grenze aller 
möglichen Werthe £; dann kann die Grösse 


T= to + yY 

nicht im Inneren des Intervalls liegen. Denn wäre dies der 
Fall, so könnten positive Grössen z, ð so bestimmt werden, dass 
für das Intervall 
(87) =E <r> 
die Grösse ð dieselbe Bedeutung hätte, wie ð für das Gebiet 
(86). Da letzteres aber beliebig nahe an den Punkt z heran- 
reicht, so giebt es in ihm Stellen x,, welche zugleich dem Gebiete 
(87) angehören; ist daher ð, die kleinere der Grössen ð, ð, und 
nimmt man an, es sei 

[yn — Yi |< ð la — Zl < e 
so ist durch jedes diesen Ungleichungen genügende Werthsystem 


Yis 21, -.. ein Integralsystem definirt, welches in den beiden Ge- 
bieten (86), (87), also in dem ganzen Gebiete 
HSe<T-+: 


regulär und so beschaffen ist, dass seine Werthe an einer be- 
stimmten Stelle reguläre, von einander unabhängige Functionen 
der Grössen Yı, 21, ... sind. Setzte man daher 
& =y +E T-A E= to + En 
so hätte für das Gebiet 
se m E 

die Grösse ð, dieselbe Bedeutung wie ò für das Gebiet (86); das 
widerspräche aber dem Begriffe der oberen Grenze, da & >. 
Die obere Grenze aller Werthe x, + e liegt also ausserhalb des 
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Intervalles X oder an der Grenze desselben. Mit dem Intervall 
(86) kann daher jedes andere identificirt werden, welches von £o 
beliebig nahe an die Grenze des Intervalles 3 heranreicht. 

Hiermit ist gezeigt, dass die Integralmannigfaltigkeit (=, Y, 
Z,...) in folgender Weise mit benachbarten umgeben werden 
kann. Es giebt Integrale 

TEE E A u eg 
welche n Constante a,b, ..., k enthalten, und für ein gewisses 
specielles Werthsystem 
ae VEER BEE 
in die Integrale Y, Z,... übergehen, welche ferner reguläre 
Functionen ihrer n + 1 Argumente sind, sobald x dem Inneren 
des Intervalles 3 angehört, die Differenzen 
|a — Aj, |b— Bl,..,„ |k — K| 

aber hinreichend klein sind. Unter diesen Voraussetzungen ist 
die Functionaldeterminante 


ò (D, P, ...) 
846,8, »:.) 
von Null verschieden. 
§ 28. 


In dem Integral 
J + 4J = f F(x + òx, y + òy, x + òr, y + öy) dt 

werde der Integrand nach der Taylor’schen Reihe entwickelt, 
dann ist das Integral der doppelten Summe aller in den Varia- 
tionen quadratischen Glieder 

fdt (F,.822 + 2 Fy,daöy+ + Fonda? +), 
Dieser Ausdruck entsteht aus der Variation 

8J — | (Fòs + Fyöy + Fö2' + Fyöy) dt, 

indem man die Operation ð nach den Regeln der Differentiation 
anwendet und t, òx, ö«', öy, öy', als dieser Operation gegenüber 
constant ansieht. Man bezeichnet demgemäss jenen Ausdruck 
durch 62J und nennt ihn die zweite Variation von J. Ent- 


halten die Variationen ôx, òy einen constanten Factor &, so ist 
offenbar 


(88) AJ —=8J+1892J + [eh 
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und J enthält den Factor 2. Nun kann man setzen: 

òT — Fvðs + Fyðy + | dt (Pòs + Qöy), 
also folgt, da das Zeichen ô mit dem der Integration nach ¢ zu 
vertauschen ist 

2J = ÖF„ö@ + ÒFyðy + | dt (Pòs + 8Q8y), 
eine Formel, die sehr leicht durch Rechnung zu verificiren ist. 
Speciell in dem Falle 
o A E EE EEO L 


erhält man 
1 


Jı = | dt (ò Pòx + ò Qòy). 
0 

Diese Formel werde auf eine Normalvariation angewandt, 

welche durch die Gleichungen 
dsz=aX dat 

definirt ist, wobei X, Y dieselbe Bedeutung wie in § 24 haben 
und œw an den Stellen 0O und 1 verschwindet. Dann ist nach 
der dort abgeleiteten Identität (75) 


1 1 

(89) dN, — [oxar aAa T | o (Fo— en at 
0) 0 

oder nach einer partiellen Integration 


1 
(90) dJ, = | dt (Fia?+ F, 0). 
0 


Jetzt seien wiederum 0 und 6 conjugirte Punkte; über letz- 
teren reiche der Bogen 02 hinaus. Dann hat nach $ 24 die 


Gleichung 

(91) Fo — en SF 

ein in den Punkten 0 und 6 verschwindendes Integral, welches 

im Punkte 6 sein Zeichen ändert; der Bogen 02 sei so begrenzt, 

dass 0 und 6 die einzigen ihm angehörigen Nullstellen des Inte- 

grals œ sind. Ist dann € eine hinreichend kleine Constante und 

Fı längs des ganzen Bogens 02 von Null verschieden, so hat 

die Gleichung 

d(Fiw) 
dt 

nach $ 27 ein Integral, welches wie œw auf der Strecke 02 regulär 

ist, der Gleichung 
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wb wN 
genügt, und ebenfalls zwischen 0 und 2 eine einzige Nullstelle 7 
besitzt, welche für s — 0 mit 6 zusammenfällt.e Dann hat man 
nach den allgemeinen Formeln (89) bei der Normalvariation 
dc = Ihr dy—m You, 
in welcher & constant sei, die Formel 


7 7 
i Ä ; 
02J,7 — 0? | w (Faw -— nE É e) dt = we E w?dt. 

0 

Setzt man daher in dem Intervall 72 
de = o= 0 

so hat man, da der Punkt 7 bei hinreichend kleinem & dem 
Inneren des Intervalles 02 angehört, 


7 
2) = S — a?E j o? dt, 


und da die variirte Curve eine PRS ist, Hiph (88) 


w? E 
De ae pe: sE sef wrdt + [a], 
0 
Diese Grösse hat offenbar, sobald œ klein genug ist, das Vorzeichen 
mit & gemein, kann also sowohl positiv wie negativ werden, so 
dass der Bogen 02 sicher kein Extremum des Integrals J liefert. 

Diese in ihren Grundgedanken von Erdmann und Weier- 
strass herrührende Betrachtung unterscheidet sich von den in 
88 24, 25 gegebenen dadurch, dass letztere im Allgemeinen schon 
für einen von zwei conjugirten Punkten begrenzten Bogen das 
Extremum als nicht vorhanden nachweisen, aber einen Aus- 
nahmefall ausschliessen ; die soeben durchgeführte Entwickelung 
erstreckt sich auch auf den Ausnahmefall, verlangt aber stets, 
dass der betrachtete Bogen über den zu seinem Anfangspunkte 
eonjugirten Punkt hinausreiche. 

Falls der Bogen 01 kein Paar conjugirter Punkte enthält, 
und F auf ihm nicht verschwindet, lehrt die Formel (90), dass 
das Vorzeichen der zweiten Variation mit dem der Grösse F; 
oder F1 übereinstimmt. Wenn nämlich u eine von tọ bis t 
reguläre Function von ¢ ist, hat man offenbar 

1 1 
| wo: + 2uoo') dt = Fr (uo?) dt = uw? O; 
0 


0 
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1 
OY iD, = | dt [Fio + 2uwo' + (F; + uw) @2], 
0 
und in diesem Ausdruck hat der Integrand dasselbe Vorzeichen 
wie F}, wenn man u der Gleichung 
(93) (FR + u) F! — w = 0 
gemäss bestimmen kann; dann hat man einfach 


1 
2 
(94) dh = | Fi (w + Gr) dt 
ô 
Die Gleichung (93) kann aber wie jede Gleichung von der Form 
uw = Lu + Mu + N 
auf eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung zurück- 
geführt werden; indem man setzt: 


T. d 
E 5, 
erhält man 
o" — (m+7) oa + LNo = 0; 
von der Gleichung (93) aus kommt man auf diese Weise genau 
zu der Gleichung (91), welcher die Grösse 4 (t, a): VE? + n? 
genügt. Diese ist bei der eingeführten Voraussetzung längs des 


Bogens 01 von Null verschieden, ergiebt somit eine im Inte- 
grationsintervall reguläre Grösse u: 


er (ae), 
Tia A(t,a) dt VE + n? 
Wenn also eine Schar von Extremalen bekannt ist, so kann 
für einen Bogen von der vorausgesetzten Beschaffenheit und für 
eine Normalvariation die Formel (94) explicite hergestellt werden. 
Einen Beweis für das Eintreten des Extremums gegenüber 
allen Curven, welche durch eine Normalvariation aus & hervor- 
gehen und einer engeren Nachbarschaft angehören, erhält man, 
wenn man die Gleichung (93), indem man unter & eine hin- 
reichend kleine Constante versteht, durch folgende ersetzt: 
(F, + uw) Fi — u = æ. 
Diese hat nach § 27, wenn e hinreichend klein ist, ebenso wie 
jene ein von 0 bis 1 reguläres Integral; führt man dasselbe in 
die Formel (92) ein, so ist die unter dem Integralzeichen stehende 
quadratische Form definit, und die Formel 
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1 


Adı = 1025, + | [o, ©], dt 
0 


ergiebt leicht, dass das Extremum wirklich eintritt. 


$ 29. 


Ist 02 irgend ein Curvenstück, das in der Umgebung jedes 
seiner Punkte regulär ist (§ 1), so können längs desselben x 
und y stets als reguläre eindeutige Functionen eines Parameters 
t dargestellt werden, z. B. der von O nach 2 hin gemessenen 
ee ur wird durch die Gleichungen 


(W = vB EN 
T= = yi + (2 = (as 3) 
definirt, in welchen jede der See dasselbe Zeichen 
hat, wie das unter ihr im Nenner stehende Differential beim 
Fortgang in der Richtung 02. Ist nämlich an der Stelle 1 die Grösse 
dy:dx endlich, also y eine reguläre Function von x, so gilt 
dasselbe von und diese Grösse ist von Null verschieden: 
3 1 
ASAI peal, t— t | (z = )+PR-) 
die zweite Gleichung ergiebt aber 
x — t = [t — t], 

so dass æ und y an der Stelle 1 reguläre Functionen von £ sind. 
Dasselbe Resultat erhält man natürlich durch eine ähnliche Ent- 
wickelung, wenn dæ :dy endlich und demnach æ als reguläre 
Function von y darstellbar ist. Die Festsetzung über die Vor- 
zeichen der Quadratwurzeln bewirkt, dass dt beim Fortgang in 
der Richtung 02 immer positiv ist, so dass zu verschiedenen 
Werthen von ¢ verschiedene Punkte des Bogens gehören. 

Bildet nun der Bogen 02 einen Theil einer Extremale und 
definirt er nur Werthsysteme (x, y, x’, y’), in deren Umgebung 
der Integrand F regulär ist, so gelten die Gleichungen 


a Ey? za KBehı RR BR hN im 
aus denen wir die beiden gleichbedeutenden Systeme ableiten: 
bs — Prat — Er uy — Fps” — Fry y” —=(, 


(95) pe: 
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Fy — Fyas' — y yy — Fra" — Fyyy" = 0, 

ql" X" +4 yy En —(. 
Aus jedem derselben Send æ", y" als Functionen von x,y, x',y' 
berechnet werden, und erscheinen als Brüche, deren Zähler längs 
des Bogens 02 reguläre Functionen von t, und deren Nenner die 
Determinanten 
| Pas Fyy 


(96) 


, ’ 


x y 
sind, welche mit Berücksichtigung der in § 16 abgeleiteten Iden- 
titäten in folgende Form gebracht werden können: 


' , 


y Fyy 
£ age E 


Ry +y) = Ry =b Rw (4y) = Fo he, 
Führen wir daher die in § 17 geltende Beschränkung wieder ein, 
dass für jedes Linienelement des Bogens 02 die Grösse F} von 
Null verschieden sei, womit möglicherweise gewisse singuläre 
Lösungen der Gleichungen (95), (96) ausgeschlossen werden, so erhält 
man für xz” und y”, indem man das eine oder andere der Systeme 
(95), (96) zu Grunde legt, Ausdrücke, die in der Umgebung jedes 
durch ein Element des Bogens 02 definirten Werthsystemes (x, y, 
x, y') regulär sind. Schreibt man für diese Ausdrücke 

-A = M (g, y, 2', y'), = 
und fügtədie Gleichungen 
BR dy __ 
a a 
hinzu, deren rechte Seiten stets regulär sind, so erhält man ein 
System von der in § 27 betrachteten Beschaffenheit, in welchem 
x durch t ersetzt ist, und das Intervall X von tọ oder O bis t, 
reicht. Es giebt daher ein Integralsystem von der Form 
(97) X ba PD ve, dd, 
in welchem die Functionen X, Y regulär sind, sobald ¢ dem be- 
zeichneten Intervall angehört, und die Differenzen 
la — u |, [b — yol, le — zl, == I 
hinreichend klein sind; dabei gelten die Identitäten 
(98) X (0a, b D = a, (0,06% BEE, 
Y (Ora ba de dh. 
Führt man daher die Bedingung 


CA y’) 
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atp 
ein, so hat man nach der zweiten Gleichung (95) allgemein 
Aree Fe == 


und die Grösse t repräsentirt auch auf allen Curven 
DEE WET 
die Bogenlänge, gemessen vom Punkte (a, b) an. 


$ 30. 
Setzen wir nun die Gleichung 
(99) T (a D= 0 
an, welche, wenn a und b Coordinaten sind, eine in der Stelle 
a — £o b = y, reguläre Curve 6, darstelle, längs deren I, und 


T, nirgends zugleich verschwinden, so definiren die Gleichungen 
(97) eine Schar von Extremalen, welche von den Punkten der 
Curve @, mit dem Werthe t — 0 ausgehen. Sie schneiden diese 
Curve transversal, wenn die weitere Annahme 
(100) 4A (a, b, «, ß) = I; Fr (m, b, & ß) — Inf, (a, b a ß) = 0 
eingeführt wird. Offenbar hat man 
Au —= I, Fa (a, bj, B) — IaFya (a, db, &, ß) 
=ßF, (a, b, œ, P) (aTa af To), 
As = — & F, (a, b, «, ß) (xI, + BT); 
die Functionaldeterminante 
7 2 2 
FA = 27, (0, b, o p) (al. + bh) 
ist also von Null verschieden, wenn dies von dem Ausdrucke 
IT, — BT, gilt, mithin auch, wenn die Grösse 
ola (X, Yo) + Yo Tilt Yo) 
nicht verschwindet, d. h, wenn die Curve 6, im Punkte 0 vom 
Bogen 02 nicht berührt wird. Das könnte nur eintreten, wenn 
die Gleichungen 
tola (£o, Yo) + Yo I, (£o, Yo) = 0, 
Fy (&0, Yos Xo, Yo) Ta (Lo, Yo) — Fæ (To, +. Yo) To (£o, Yo) = 0 
zusammen bestünden, woraus die Gleichung 
F (£o, Yo, £o, Yo) = 0 
folgen würde. Schliessen wir diese wie in § 15 aus, so ergeben 
die Gleichungen 
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(101) at p= l, A (@ b a B) = 0; 
für & und ß reguläre Ausdrücke mit den Argumenten a, b. Da 
ferner die Gleichung (99) eine der Grössen a, b als reguläre 
Function der anderen definirt, z. B. b als Function von a, wenn 
die Ungleichung 
I; (£o, Yo) 2 0 
gilt, so erscheinen auf Grund der Gleichungen (99), (100), (101) 
alle vier in X und Y auftretenden Constanten durch a allein 
ausgedrückt, so dass die Gleichungen der Extremalenschar die 
Form 
x = X= $ (t,a) y= Y= n (t a) 

annehmen, und die Functionen é und n in der Stelle (0, £o) re- 
gulär sind. Dabei ist oftenbar , 

AE A ar le E A A 
und diese Gleichungen bleiben gültig, wenn man & durch n und 
X durch Y ersetzt. 

Jetzt bilden wir die Functionaldeterminante 
ap A retara 
o (t, a, b, œ, P) 
X; IR, X) Az Xe 
A Fee Er N.. 
a A E 
1 a a A L 0 
a E T ae © 
und berücksichtigen, dass den Gleichungen (98) zufolge gesetzt 
werden kann 
X=atat+tlt, Y=b + pt [th 
dann ergiebt sich für t = 0: 
ER Ky ci Aa ee er; 
ve BRehb ehe Men 

mithin auf Grund der obigen Werthe Ae, Ag: 


ae Be in 
ki; ERBE TR LER 
D -/|0 0:0 = $ |AReıak+Bn) 
Re ae! Se 
0 A A =a 


arita F, (T — BIDS, 
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ein Werth, der offenbar von Null verschieden ist. Multiplicirt 
man nun in D die dritte, vierte und fünfte Verticalreihe mit 


db.. oe dg und addirt sie zur zweiten, so ergiebt sich: 
da. da’ da 
|0 «a ß 
D = k Ea E AE. 
ba er D 


LNT R ar, pn); 
9: (9a 
mithin ist auch die Grösse 
— (E, n) 
ò (t, a) 
in der Nähe der Stelle O von Null verschieden. Die construirten 
Extremalen, welche die Curve @, transversal schneiden, bilden 
also, wenn man sie nicht über eine gewisse Grenze hinaus in 
Betracht zieht, genau im Sinne des § 14 ein Feld des Bogens 
02 oder eines in 0 beginnenden endlichen Theiles desselben. 
Die Grösse D enthält, wenn man sie für die Curven 02 bildet, 
nur die ersten und zweiten Ableitungen von I’ für das Werth- 
system a — 2%, b = y,; man schliesst daraus leicht, dass irgend 
zwei Curven ®©, welche sich im Punkte 0 osculiren, auf der 
Extremale 02 dieselben Brennpunkte haben. Zieht sich die Curve 
6, in einen Punkt 0 zusammen, so sind a und b nicht mehr 
frei veränderlich und können unter den Functionszeichen X, Y 
weggelassen werden. Die Determinante 
| I, | ò (X, Y, a? + B») 


Di (G) =| Yr Ye. Y; | = — a 
a? 6 (t, a, ß) 


kann den Gleichungen (98) zufolge geschrieben werden: 
«+ [th t + [tl UP 
D, (t) = | 6 + [t] [t] t E [t] 

0 


0 


u 6.0 
=| ß 0 t |+Ehk= — t+ lt 
0 ans 

sie verschwindet also zwar im Punkte 0 selbst, nicht aber in 
der Umgebung desselben. Ist nun z. B. yọ von Null verschieden, 
ß als Function von « also an der Stelle x, regulär, und setzen wir 
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X (t, ao, V1 — a) = ë (t, &), 
Y (t, æ, y1 — œt) = q (t, œ), 
so sind é und y an der Stelle (0, xo) regulär, und es ist 


a +p Ê= 0, 


d P td 
= Xa + Xp É, ta = Ya + Yo É; 


hieraus R leicht: 


_?&n) 


Mithin ist auch 4 in der Re des Punktes 0 von Null 
verschieden, und wenn 1 ein hinreichend nahe bei O liegender 
Punkt des Bogens 02 ist, kann der Bogen 12 wenigstens in der 
Nähe des Punktes 1 mit einem Felde umgeben werden, dessen 
Extremalen alle durch den Punkt 0 gehen. 


8.31. 


Beschränken wir die vier in X und Y auftretenden Con- 
stanten nur durch die Relationen 
“PP =L. Fab) = 0, 
so können wir sie durch zwei Constante ausdrücken, etwa a und 


=- 


0 


wenn die Grössen 

£o To (£o Yo) 
von Null verschieden sind. Erhalten wir dann 
(102) o e G) S l a O); 
so sind y und h regulär an der Stelle 


tel, ge, —% 
T 
und haben die Form 
r (t, aA Ta = + [ie 


D E a D =b E a + lih 


wobei die Quadratwurzel beide Male dasselbe Vorzeichen hat. 
Hieraus ergiebt sich für t = 0 
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BR 1 Bu 
u. NER da 
G (t, a C db y1 + c2’ 


dieser Werth ist, wenn die Grösse E — A hinreichend klein 


0 
bleibt, von Null verschieden, da die Extremale © und die Curve 


T = 0 nach Voraussetzung sich nicht berühren. Man kann da- 
her die Gesammtheit aller Extremalen, welche von einer þe- 
stimmten, etwa @, hinreichend wenig verschieden sind, in der 
Umgebung eines bestimmten, der letzteren angehörigen Punktes 
0 in der Form (102) darstellen, wobei, wenn man @ selbst für 
a = @%, C = C erhält und dem Punkte O der Parameter too zu- 
gehört, an der Stelle (too, @,, €o) die Functionen vy, y regulär sind, 
und mindestens eine der Grössen 


Die | 
ntan =ppay AGa o= pie 


von Null verschieden ist. Jedoch brauchen die Functionen r und y 
nicht nothwendig die oben angegebene specielle Form zu haben, 
welche nur als concretes Beispiel die ausgesprochene Behauptung 
erweist. 

Fasst man nun speciell die durch den Punkt 0 gehenden 
Extremalen ins Auge, so ist für dieselben 


Lo = g (to, a, €), Yo = Y (bo, a, 6); 
diese Gleichungen kann man zufolge der für die Grössen ø 


geltenden Voraussetzung nach tọ und a oder tọ und c auflösen; 
hat man etwa 

0a (too; do, Co) Z 0 
so erhält man für tọ — too und c — c, Ausdrücke von der Form 
[a.— a], und die mit diesen gebildeten Werthe 


t (t, a, c) = å (t, a), y (t, a, c) = n (t, a) 
sind an der Stelle 
t | too, a = o 
regulär. Da ferner 


E ori N: = Yi, ru na 


udto + rada +- udel = 0, dto + Yada + ydel AU 


Kneser, Variationsrechnung. 8 
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und letztere Gleichungen ergeben 


de _ __ Ir (kn me), 
da Oa (to, a, €)’ 
so erhält man 
REIT 1 DOR | de _ D (tot) 
dA = d (t, a) ai O (t, a, c) + Oa (t, a, c) da reaot h (to, a, c)’ 
wobei gesetzt ist 
PNE ER | ð; (i a0) Oa (iay e) _ SDA 


| 0i (to, a, c) b (to. a, c) 1a 
Dieser von Weierstrass betrachtete Ausdruck ist auch die De- 
terminante der Coëfficienten von dt, dto, da, de in den Linear- 
formen d£o, dy,, dx, dy; man verificirt nämlich leicht die Iden- 
tität 

ud O ta (t) te (t) | 

_ bh 09 ra A | 
x Co» t) E | 0 L (to) la (to) Ye (to) | 

| O Delto) Ya (ko) Ye (to) 

Der für 4 erhaltene Ausdruck zeigt, dass die Jacobi’sche 
Bedingung des Extremums auf irgend einer Extremale für den 
Bogen 12 erfüllt ist, wenn die Punkte 0, 1, 2 in der Richtung 
wachsender ¢ auf einander folgen und die Gleichung 

D (to Y= 0 
in dem Intervall von tọ bis tą keine andere Wurzel als t = tọ 
besitzt. Diese Form der Jacobi’schen Bedingung benutzt den 
ausserhalb des untersuchten Bogens 12 liegenden Punkt 0, ein 
Uebelstand, dem in folgender Weise abzuhelfen ist. Liegen t 
und fọ in der Nähe eines festen Werthes £,, so kann man ent- 
wickeln 


D (t, to) = [t — t, 0 — 4], 
1, œ 
= [(t— to) + (to — t), to— t], = Xj Alto) t — to)"; 


die Coëfficienten dieser Reihe erscheinen zunächst als Functionen 
von fo und t,, müssen aber von letzterem Argument ebenso wie 
D (t, to) unabhängig sein. Da ferner O, und O, als specielle 
Fälle der Grösse 4 angesehen werden können, welche nach $ 24 
nicht mit ihrer Ableitung nach ¢ zugleich verschwindet, so gilt 
dasselbe von D (t, to), wenn dieser Ausdruck nicht identisch ver- 
schwindet, und es folgt 


(103) 
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IA to) | > 0. 
Beschränkt man daher die Grösse tọ auf ein gewisses Intervall 
(104) Ito — t| < &, 


so liegt die Grösse |/, (to)| oberhalb einer positiven Grenze y. 
Der ursprünglichen Entwickelung (103) zu Folge giebt es ferner 
solche positive Constante g, ọ, dass bei der Voraussetzung 


(105) ehn ag 
die Ungleichung 
T LD d D 
i a6 199 
besteht, und da die linke Seite für t = tọ in |fı (to)| übergeht, 
folgt bei Voraussetzung der ersten Ungleichung (105) 


fat) | < ge”, 

2, © 2, © 

i TS et g En. t— A : 
Dr) G— h) |< A >> ( > ) 


Es giebt daher eine nur von g, ọ, y, nicht aber von t abhängige 
positive Constante ö von der Beschaffenheit, dass bei der Annahme 


t—u|<6 
und den Voraussetzungen (104), (105) die Ungleichung 


> a—ı1 
Fi (to) + EN Fa (to) (t Sr to) Br 0 
besteht, die Gleichung 


Í 
a! 


D (to, t) =< 0 
also zwischen ło — ò und tọ + ò keine andere Wurzel besitzt, 
ae Lt, 
Jetzt werde tọ so nahe bei ł angenommen, dass nicht nur 
die Relationen (104), (105) erfüllt sind, sondern auch, wenn ĝo 
eine zwischen 0 und ò liegende Constante ist, die Ungleichungen 


(106) u <h<urg hr > + 
bestehen. Vorausgesetzt werde ferner, dass die Gleichung 
(107) DD =0 


in dem Intervall von £, bis t, allein die Wurzel £ = t, habe, in 
dem Intervall von i, + ôo bis t also gar keine. Dann gilt letz- 
teres auch, sobald |t; — to| hinreichend klein ist, für die 
Gleichung 
D (to, t) = 0, 
ia 


www.rcin.org.pl 


116 Dritter Abschnitt. $ 31. 


welche zwischen ł — ô und t + ò, mithin auch nach (106) 
zwischen ło — ò und i, + ô nur die eine Wurzel tọ besitzt; diese 
ist also auch die einzige Wurzel der letzten Gleichung für das 
ganze Intervall von tọ bis t» Damit ist gezeigt, dass unter der 
für die Gleichung (107) eingeführten Voraussetzung die Jacobi’sche 
Bedingung in der oben angegebenen Form erfüllt ist, d. h. dass 
die durch einen passend gewählten Punkt O gehenden Extre- 
malen ein Feld des Bogens 12 bilden. Die Jacobi’sche Bedin- 
gung kann daher auch, wenn es sich um das Extremum für 
den Bogen 12 bei festen Endpunkten handelt, durch die Forde- 
rung ersetzt werden, dass die Gleichung (107) auf der Strecke 
von t, bis tł, keine andere Wurzel als ¢ — t, besitze. 

Kann man speciell y — t setzen, so erhält man 


fa, o0 
y ==) (2m e), 0 = =, 
DT 
K òc | 
D(to, it) = 4 (2 2) = òy |° dy ol? 
| da del | 


setzt man diesen Ausdruck gleich Null, so hat man das Krite- 
rium der conjugirten Punkte in der von Hesse gegebenen Form. 
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Das einfachste relative Extremum. 


8 32. 
Die isoperimetrische Aufgabe im weiteren Sinne des Wortes 
verlangt, ein Integral 


J — | f (@ y, p) dz = | F (£, y, 2; y') dt 
zu einem Extremum zu machen, wenn ein anderes Integral der- 
selben Form 

Ra f g (2, y, p) da = G (x, y, x', y') dt 
einen vorgeschriebenen Werth hat; d. h. unter allen Curven, welche 
dem Integral K den vorgeschriebenen Werth geben, diejenige zu 
finden, längs deren J einen extremen Werth erhält. Ein solches 
Extremum heisst ein relatives, die bisher betrachteten im Gegen- 
satz dazu absolute Extrema. Die isoperimetrische Aufgabe im 
engeren Sinne erhält man, wenn J das Flächenintegral und K 
die Bogenlänge ist. 

Um nun zunächst nothwendige Bedingungen dieses Extre- 
mums abzuleiten, sei Y ein Curvenstück von den in $$ 2 und 4 
für den ebenso bezeichneten Bogen geforderten Eigenschaften ; 
die Functionen F und @ seien regulär für die durch die Ele- 
mente dieses Bogens definirten Argumentsysteme. Längs des- 
selben mögen die Punkte 0, 1, 2, 3 in der Richtung wachsender 
Werthe von ¢ auf einander folgen; dann variiren wir die beiden 
Bögen 01 und 23 nach der in § 8 benutzten Methode. 

Bezeichnen wir durch <, n, &, n Constante, und setzen 


L= (t Zu to)? (t 7 t)?, U= (t =e ta)? (t; rK t)>, 
so sei für den Bogen 01 
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Brei yet 
ferner für den Bogen 23 
Bee T ER EA 
ausserhalb der Strecken 01 und 23 aber überall 
or == Ò y = 
Da die ersten und zweiten Ableitungen der Grössen dx, öy in 
den Stellen 0, 1, 2, 3 verschwinden, so beschreibt der Punkt 
(x + òx, y + y) eine Curve von den für Y vorausgesetzten 
Stetigkeitseigenschaften. Offenbar bestehen in der Bezeichnung 
der beiden ersten Abschnitte die Gleichungen 
(1) AJ=AIhı + Ay IK=AKı AK; 
damit also längs der variirten Curve das Integral X denselben 
Werth habe, wie längs der ursprünglichen, hat man die Gleichung 
AK=AKı + {R, = 0 
zu erfüllen. 
Setzen wir weiter 
P=Rr. —- En Q= E, —- En R = a u I=— Gy, 
so ist nach $ 4, wenn die Variationen an den Grenzen der Inte- 
gration verschwinden, 


AJT —=8J + | dt (dx, öy, dx, öy'],, 
öJ = | dt (Pòz + Qdy), 
und analoge Formeln gelten für das Integral K; hieraus ergiebt 


sich bei der angegebenen speciellen Variation auf Grund der 
Formeln (1) 


1 1 8 3 
AJ =e | PTd-+n | Bra | PUdt+ 7 | QUdt 
0 2 2 


0 


+ B N, €, nk» 
1 à : B 
AK =e | RTdt+ n | STat+e| RUdt4+ ñ | SUdt 
ò 6 : 5 
+ i N, E n lə- 


Soll nun die Curve B ein relatives Extremum des Integrals J 
im definirten Sinne liefern, so muss 4J bei allen variirten 
Curven, für welche 4 K verschwindet, ein festes Vorzeichen haben. 
Hieraus folgt, da die Constanten €, n, & n frei verfügbar sind, 
nach § 7, dass die Determinanten zweiter Ordnung, welche aus 
irgend zwei Verticalreihen des Schemas 
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1 1 3 3 

| RTåt, | STdt, | RUdt, | SUatı, 
0 0 2 2 

3 z 

| praı, | QTat, fpi dt, | QUdt, 

0 2 2 

gebildet sind, SEDA müssen. Da die Grösse T auf der 
Strecke 01, ebenso U auf der Strecke 23 positiv ist, kann man 
dieses Schema in folgende Form bringen: 


èm 


1 1 3 3 
En | Tat, Sm | Tat, Ref Udt, S, | Uat, 
0 2 2 


0 


1 1 3 3 
Pn | Tat, Qu] Tat, Pu | Udt, Qu | Uat, 
0 0 2 2 

wobei das Suffix m bedeute, dass für ¢ ein Werth des Intervalls 
von tọ bis ft, genommen werden soll, und u dieselbe Bedeutung 
für das Intervall von t, bis t hat. Die hier auftretenden Inte- 
grale sind alle positiv; es verschwinden also auch alle Deter- 
minanten zweiter Ordnung, welche aus Verticalen des Systems 

Em Sm Bu Su 


6 P my u P u9 Ois 
gebildet sind. 


Jetzt bedenken wir, dass P, Q, R, S bei den vorausgesetzten 
Eigenschaften des Bogens %® stetige Functionen von ¢ sind; 
werden also die Strecken 01 und 23, indem man die Punkte 0 
und 2 festhält, unbegrenzt verkleinert, so nähern sich die Grössen 
mit den Suffixen m und u bestimmten Grenzwerthen: 


um PP. im On = Go lim P: = Pa him Q = © 
mn — L im. 8, Um Ra = Ra ms 
und es gilt für die aus diesen Grössen gebildeten Determinanten 
zweiter Ordnung dasselbe, wie betreffs der Grössen (2). Speciell 
bestehen die Gleichungen 
PiS — Eo Q, = 0, QoS — Id = 0. 

Wir führen nunmehr die Voraussetzung ein, dass die Curve ® 
nicht Extremale eines der beiden Integrale J und K sei, so dass 
weder die Grössen R und S, noch die Grössen P und Q längs 
derselben überall verschwinden. Dann kann man den Punkt 2 
so wählen, dass eine der Grössen P,, Qa, etwa Q, von Null ver- 
schieden ist, und die letzten Gleichungen ergeben 
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S. $; 
Ba b=-9, 73-0 


Wäre S, = 0, so würde aus diesen Gleichungen bei willkürlicher 
Lage des Punktes 0 folgen 


es = D; 


die Curve ®B wäre also, entgegen der Voraussetzung, Extremale 
des Integrals K. Es giebt daher eine endliche, von Null ver- 
schiedene und von der Lage des Punktes 0 unabhängige Grösse 


von der Beschaffenheit, dass die Gleichungen 


P,+ıiR = Qo + å = 0 


bestehen. Dieselbe Folgerung ergiebt sich, wenn P, nicht ver- 
schwindet, aus den Gleichungen 


PR R—-RP=0, QR; — SP = 0. 
Die Curve ® genügt daher den Differentialgleichungen 
RR —- +31. —-)=0, RR - MH +1, —-%)=0, 
oder bei der Bezeichnung 
H=F-AG 


den Gleichungen 
B—- =09 u —- =% 


in welchen A eine endliche, von Null verschiedene Constante be- 
deutet. Jede Curve, welche bei willkürlichem, nicht verschwin- 
dendem Werth von A diesen Gleichungen genügt, nennen wir 
eine Extremale für das vorgelegte Problem des relativen Extre- 
mums; da man die Gleichungen durch A dividiren kann, ist 
ersichtlich, dass die Gesammtheit der Extremalen dieselbe bleibt, 
wenn die Integrale J und K ihre Rollen vertauschen. 

Das Resultat der Untersuchung kann jetzt dahin aus- 
gesprochen werden, dass die Curve, welche das gesuchte relative 
Extremum liefert, bei den vorausgesetzten Stetigkeitseigenschaften 
nichts anderes sein kann, als ein Stück einer Extremale, wenn 
sie nicht etwa für eines der Integrale J, K im Sinne des abso- 
luten Extremums eine Extremale ist. Letzteren Ausnahmefall 
lassen wir in der allgemeinen Theorie beiseite. 
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$ 33. 


Das Integral J sei speciell durch eine Curve 01 zu einem 
Extremum zu machen, deren Endpunkte nicht gegeben, sondern 
nur insofern beschränkt sind, als zwischen den Coordinaten £o, Yo, 
%, Yı irgend welche Relationen 


Jo (Lo, Yo, Trs Yı) = 0 
vorgeschrieben werden, deren Anzahl nicht grösser als vier sein 
kann. Eine diese Aufgabe lösende Curve 01 von den Eigen- 
schaften des Bogens ®, die wir als vorhanden annehmen, muss 
zunächst, abgesehen von dem am Schluss des $ 32 bezeichneten 
Ausnahmefall, ein Stück einer Extremale sein; denn sonst könnte 
man sie nach § 32, ohne ihre Endpunkte zu verschieben, so 


‚varliren, dass J bei ungeändertem Werth von K sowohl zu- wie 


abnähme. Sollen sodann auch die Endpunkte variirt werden, so 
müssen die Gleichungen 


(3) % (£o + Ò Lo, e.o Yı -L òy) == 0 
bestehen. Speciell setzen wir längs eines Bogens 02 der Curve 01 
— Aa PER 3 
A AN (=): yes AN Lip 
to Se ta to TE A 


und längs eines von diesem getrennten Bogens 31 


Sat: 
in dem Mittelstück 23 aber 
gu 
Dann sind die Variationen längs der ganzen Curve O1 nebst 


ihren ersten beiden Ableitungen stetige Functionen von t. 
Nun hat man allgemein 


1 
Inter ah \ E | dt Rir + Söy 
0 
+ [9x, dy, Òr’, öy')), 
also bei der angegebenen speciellen Variation 
2 
AK, = [Ò £o ÒYo, 82, y1], + E | S (ta — t)? (dt — to)? dt 
0 


+ [& 9%, Ò Yo, 921, Öyı],- 
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Hier ist der Factor von & von Null verschieden, da O1 eine re- 
guläre Curve ist, auf welcher die Grösse S nur getrennte Null- 
stellen hat, wenn sie nicht überall verschwindet; in letzterem 
Falle kann, da die betrachtete Curve nicht Extremale des Inte- 
grals K sein soll, die Grösse R nicht längs der Curve 01 überall 
verschwinden, und man braucht nur in der ganzen Argumen- 
tation x und y zu vertauschen. Ist daher © wenigstens stellen- 
weise von Null verschieden, so kann man das Intervall 02 so 
wählen, dass S in seinem Inneren von Null verschieden bleibt. 
Alsdann kann man aus der Gleichung 
(4) IR, 0 
ausrechnen 

E — [ò To, Ò Yo, ÖT, ÖY] 
Andererseits hat man unter der Voraussetzung (4) 

Ahi = 4 (Joi + å Ko); 

analog der Formel für 4 Ko, ergiebt sich hieraus, wenn man die 
Gleichungen der Extremalen berücksichtigt, 


1 
AJ, = Hyt + H,dy i F | dt [öx, òy, Òx’, öy'],. 


Bei der definirten speciellen Variation hat man also, indem man 
den obigen Ausdruck für & einsetzt, 


1 
Ad = Hode + Hyöy| + [da Ò Yo 82, ÖY], 


Diese Grösse muss, wenn das gesuchte Extremum durch die 
Curve 01 geliefert werden soll, bei allen den Gleichungen (3) 
genügenden Werthen Öx,, ..., Òyı ein festes Vorzeichen haben; 


das erfordert nach $ 7, dass die Gleichung 
Hòs + Hyòy|' Si 
0 


eine Folge der linearen Relationen 


09 Ò £o +3 Ò Yo pol dr, + yn =0 
2 1 


0% 0%, 
sei. Sind speciell £o, Yọ gegeben, und soll der Punkt 1 auf der 
Curve 
h (x, y) = 0 


liegen, so dass immer 
Ò To = Ò Yo == 0, 
so muss die Gleichung 
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H„ö2 + H,öy| — 0 
unter der Voraussetzung 


hað + hyöy j vA, 


bestehen. Alsdann sagen wir, die Extremale 01 schneide die 
Curve h — 0 transversal. Dass dies eintritt, ist eine noth- 
wendige Bedingung dafür, dass die Extremale 01 unter allen vom 
Punkte 0 zur Curve h — 0 gezogenen Linien, welche den vor- 
geschriebenen Werth X,, ergeben, ein Extremum des Integrals 
J liefere. 


§ 34. 


Beispiele. Aufgabe IX. Die Curve gegebener Länge zu 
finden, welche das Flächenintegral zum Maximum macht. 
Man hat ($ 4) offenbar mit positiver Quadratwurzel 


N | ydı — | we, = | dt yx'? + y'?, 
H= ys tayri ys H=0, 
also ergiebt sich als Gleichung der Extremalen zunächst 


Ax' dæ a — y 
5 Hy; = -r E, —— Z i er 
(5) YT arg dy j- ES 
A 
und hieraus durch Integration 


Die Gesammtheit aller Extremalen ist also mit der aller Kreise 
der Ebene identisch, und das Quadrat der isoperimetrischen 
Constante ist dem des Radius gleich. Sind die Endpunkte 0, 1 
vorgeschrieben, so ist das Integral J gleich dem Flächenraum 
zwischen der Curve 01 und der geraden Strecke 01, vermehrt 
um die constante Fläche des von den Ördinaten der geraden 
Strecke bestrichenen Trapezes; soll also die erstere Fläche ein 
Maximum werden, so kann die gesuchte Curve mit den Eigen- 
schaften des Bogens © nichts anderes als ein Kreisbogen sein. 
Die transversale Lage wird durch die Gleichung 


Dy=0 


ne Ax Ay 
H+ De + H,Dy= (v4 vw 7 Dt 


definirt; an der &-Axe (y — 0) geht sie in die speciellere Form 
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”Dxz+yDy=0 

über. Soll also die gesuchte Curve in dem gegebenen Punkte 0 
beginnen und in einem nicht vorgeschriebenen Punkte der x-Axe 
endigen, so ist die von dieser Axe, der Ordinate des Punktes 0 
und der gesuchten Curve begrenzte Fläche bei gegebener Länge 
der letzteren in keinem anderen Falle ein Maximum, als wenn 
die Curve ein Kreisbogen ist, dessen Mittelpunkt auf der x-Axe 
liegt. (Vergl. Aufgabe IIL) 

Ist die gesuchte Curve geschlossen, so stellt das Integral J 
nach $ 4 den von ihr umschlossenen Flächenraum dar, wenn 
man längs der Curve genau einmal herum integrirt; man hat 
dann die Bedingungen 


no tm D = —- ı=I9 9. — In =dy — Idy = O, 
infolge deren die Bedingung 
Hòs + H,öy| = 0 
0 


von selbst erfüllt ist, wenn die Curve in ihrem ganzen Verlaufe 
die Eigenschaften des Bogens ® hat. Unter dieser Voraussetzung 
kann sie also bei gegebener Länge einen extremen Inhalt nur 
dann ergeben, wenn sie ein Kreis ist. 

Soll der Inhalt nicht die von der Ordinate bestrichene, 
sondern die von der gesuchten und einer gegebenen Curve 9 


y = h (x) 
umschlossene Fläche sein, so hat man 
J= | [y — h(s) dt 
zu setzen; es wird dann 
H = [y — h(2)] £! + à ya F y”, 


die Grössen H, Hy und H, — Hy sind also dieselben wie im 
vorigen Falle, so dass die Extremalen auch jetzt noch Kreise sird. 
Die Bedingung des transversalen Schnittes ist 


Aw’ Ay a 
[v ha) + TA T] Dr t an Dy—0: 
die Curve 9) steht also auf den sie transversal schneidenden 
Extremalen senkrecht. Geometrisch am interessantesten wird 
diese Aufgabe, wenn der Endpunkt 1 oder auch beide Endpunlkte 
0 und 1 nicht vorgeschriebene Punkte der Curve 9 sind; daan 
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ist die Lösung, wenn eine solche existirt, ein zur Curve 9 in 
einem oder zwei Punkten normaler Kreis. 

Das Vorzeichen der Grösse A bestimmt die erste Gleichung 
(5). Ist nämlich die Richtung wachsender ¢ gegen den nach 
aussen gehenden Radius des Kreises ebenso gelegen, wie die + y- 
zur 4 x-Axe, so hat man, da |4| stets der Radius des Kreises ist, 


I 


g e i, 
EEE tA 
also A = |å |; das entgegengesetzte ergiebt sich, wenn die Rich- 


tung wachsender ¢ zum Radius so liegt, wie die +x-Axe zur 
-+ y-Axe. 


Aufgabe X. Auf einer gegebenen Fläche eine möglichst 
kurze Linie zu ziehen, die mit einer gegebenen Curve oder auch, 
wenn sie geschlossen ist, für sich allein ein Stück von ge- 
gebenem Flächeninhalt umschliesst (Curven kürzesten Umrings). 

Auf der Fläche seien z und y isometrische, krummlinige. 
Coordinaten, d. h. dieLage eines Punktes sei durch diese Grössen 
in einem gewissen, den Punkt 2 — y =— 0 enthaltenden Gebiet 
eindeutig bestimmt; dabei habe das Linienelement die Form 


ds = y M (dx? + dy?). 
Die Ordinate eines Punktes (x, y) nennen wir das von ihm bis 
zur Linie y — 0 gezogene Stück einer Linie x — const. Dann 


ist Mdxdy die Grösse eines viereckigen Flächenelements, dessen 
Seiten Elemente der Linien æ — const. und y — const. sind. Ist 


daher 
y = h (£) 
die Gleichung irgend einer Curve, so ist die von zwei benach- 
barten Ordinaten derselben begrenzte Fläche 
y 


da . | dy M = da [N(a, y) — N (z, 0)], 
0 
wobei N eine der Gleichung 


genügende Function von v und y ist. Die Gesammtfläche, welche 
von den Ordinaten der Curve y — h (x) bedeckt wird, wenn man 
den Bogen 01 ins Auge fasst, ist demnach 
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1 


| dx {N[a, h(£)] — Nla, 0]. 
0 
Bedeutet sodann (x, y) einen Punkt einer anderen Curve 01, so 


ist die zwischen beiden liegende Fläche 
1 
' K = | dz {N [a y] — N [z, h@)]}; 
0 
das zum Minimum zu machende Integral ist 


1 
J = | dx yM (1 + p; 
man hat also i 
H — yY M (22? +y) +h [N |x, y] — N |», h(z)]} #, 
und die eine Gleichung der Extremalen ist 
H, — H, = My jrit y? RM — BER no, 
2yM y E 


oder, indem man den Winkel 0 durch die Gleichungen 


, 


c050 — - Fe RE sind = PERS ER 
yst F y” Fy, 
definirt, 
A al aS 
A Mdx — d (y M sind) — Re EER, 
yM oy 
Nun ist offenbar 
i Be y dz? + dy? — dx cosh + dy sinð; 


somit ergiebt die vorletzte Gleichung 


ıMdx = (e rz dæ + TE uy) sind + YMdsind 
> m (dx cos0 + dy sin) 
0 M ) /M — 
— gi sind — ° rx coso) dæ yM cosh d0, 
0% òy 
und da ferner 
— dt y — d 
a adni — y 7 ad d 
cosh =V M 75; sino = yM Tz’ 
so erhält man 
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an d0 


AM = sind — cs0 EMT. 


ò VM 
98% 
Betrachtet man nun irgend eine iR von Extremalen, welche 
zu demselben Werth von A gehören und einen Theil der Fläche 
einfach bedecken, so kann 9 als Function von x und y an- 
gesehen werden, und man hat 
dad -o0 de -00 ay 
ds og ds ' 0y ds. Mer (. 
ET (— ò cosh | Esimd\, 
- VM OU RE: 200 
diesen Werth in die vorige Gleichung eingesetzt, erhält man 


um — — ÊV M eos 0) i ò (VM sind), 


oy 0% 


cos 0 © —- An sind D 


Hieraus ist auf Grund einer allgemeinen Formel von Bonnet 
ersichtlich, dass 4 die geodätische Krümmung der betrachteten 
Curve ist. Die Curven kürzesten Umrings haben also constante 
geodätische Krümmung. Die transversale Lage fällt auch hier 
mit der senkrechten an der Curve y = h(x) zusammen. 

Dass ein hinreichend begrenztes Stück einer Extremale in 
eine Schar der bezeichneten Art eingereiht werden kann, folgt 
aus § 30, da die Extremalen, welche zu einem festen Werth von 
A gehören, als Extremalen des Integrals J + AK im Sinne des 
absoluten Extremums angesehen werden können. 


$ 35. 


Die Extremalen einer isoperimetrischen Aufgabe hängen im 
Allgemeinen von drei Parametern ab, der Grösse 4 und den 
beiden Integrationsconstanten, welche die Integration der Diffe- 
rentialgleichung des Problems einführt. Durch einen festen 
Punkt 0 geht daher im Allgemeinen eine zweifache Mannigfaltig- 
keit von Extremalen. Eine solche werde, was in vielen Einzel- 
aufgaben leicht durchzuführen ist, durch die Gleichungen 


e= E(t a oh year d 
dargestellt, über deren rechte Seiten wir folgende Voraussetzungen 
einführen. Liegt t in einem gewissen Intervall T, so ergeben 
die Gleichungen 


5% (t, do; bo), V e (t, ao, bo) 
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ein nirgends singuläres, den Punkt O enthaltendes Stück einer 
bestimmten Extremale ©. Die Functionen é (t, a, b), n (t, a, b) 
seien regulär, sobald das Werthsystem (t, a, b) einem beliebig 
begrenzten Gebiete (W) angehört, in welchem alle Werthsysteme, 
bei denen die Grössen |a — a|, |b — bo| gewisse Grenzen 
nicht überschreiten, t aber dem Intervalle T angehört, enthalten 
sind. In diesem Gebiete (X) sei stets mindestens eine der Grössen 
&, m von Null verschieden und mögen die drei Functional- 
determinanten 
(6) u) 

o(t,a)’ 29d(t,bd)’ 2 (a,b) 


niemals zugleich verschwinden; alsdann können auch die beiden 
ersten von ihnen nicht zugleich verschwinden, da, wenn z.B. & an 
der betreffenden Stelle von Null verschieden ist, aus den Glei- 
chungen 


Eina — NE = m — ME = 0 
folgen würde 
MON nn = m», Nao — Ma, 
t & 

so dass alle drei Grössen (6) verschwänden, was wir ausschliessen. 
Endlich mögen im Gebiete (AM) zu verschiedenen Werthsystemen 
der Grössen a, b verschiedene durch den festen Punkt 0 gehende 
Extremalen gehören, deren Integrations- und isoperimetrische 
Constanten als Functionen von a und b anzusehen sind. Die 
Gesammtheit dieser Extremalenbögen bezeichnen wir ebenfalls 
durch (X). 

Die Grösse t, kann auf den verschiedenen Extremalen dieser 
Schar verschiedene Werthe haben; ist sie gleich ?,, für die Curve 
©, so kann man aus mindestens einer der Gleichungen 


Bo T & (to, a, b), Yo = n (to 4, b) 
für tọ einen Ausdruck von der Form 
to — too = [a — aop b — bo], 
ableiten, da in mindestens einer jener Gleichungen die Ableitung 
der rechten Seite nach tọ für a — ao, b — b nicht verschwindet. 
Ist ferner 1 ein von 0 verschiedener, dem Gebiet (W) angehöriger 


Punkt der Curve ©, so hat man bei den eingeführten Voraus- 
setzungen 
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Tı = E (b ao, bo) Yı = N (ti, Qo, do), 

2 — 2 = |t — t, a — a,b — boli, 

y— V = [t — t, a — a,b — boi; 
wenn daher z.B. die erste der Determinanten (6) für *—t,, a = do, 
b — b, von Null verschieden ist, so erhält man durch Auflösung 
dieser Gleichungen für a — a, und ¢ — t, Ausdrücke von der 
Form 

[a — t y— mb — bo], 

Eine gewisse Umgebung des Punktes 1 wird also von den Extre- 
malen der Schar (X) bedeckt, und zwar im Allgemeinen unend- 
lich vielfach. 

Jedes Bogenelement irgend einer Extremale der Schar (X) 
ergebe nun ein Werthsystem (x, y, %',y'), in dessen Umgebung die 
Functionen F und @ regulär sind; dann kann man längs irgend 
einer dieser Curven, welche vom Punkte 3 durchlaufen werde, 
das Integral 


3 É 
Jos = | F dt = | F [Ẹ (t, ad)... Me (t, a, b)] dt 
0 to 


bilden; dasselbe ist eine reguläre Function von t,, a, b und man 
hat offenbar, da die untere Grenze t, eine Function von q und b ist, 


p| % 
oa 


TARA 
aQ 


ta 
SN OF (E, -n M) g 
7) oa 


u 
i 
tz 


0 òt 
=— F| TA | at {Fro Ea + Fyna + Fe tat + Fy nat}, 


to 


oder, indem man partiell integrirt, und wo keine Argumente 
hingeschrieben sind, das System é, n, &, ne nimmt, 


e ERIT 

i O ET aT 
+ na (F, — Fy)). 

In dieser Formel kann offenbar a durch b und unabhängig da- 

von J, F durch K, G ersetzt werden; dasselbe gilt für die Formel 


"+ È dt (a (Fe — Fo) 


to 


BR 3 2 
(8) eF = Fo + Fy 
Nun ergiebt die Definition der Grösse to 
Kneser, Variationsrechnung. 9 
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è ch a E- 


Zar ial = m St a 
ee gilt die a 


H (Ẹ, a.a n) = brHo (E, -e e) + M Hy (& 90); 
somit folgt 


oya: 


a p T$ 


eh: 


u Oto 


T Ha E A A AEN r AN EOE A 


ia man daher die Formel (7) mit der für K analog ge- 
bildeten und ist 4 die isoperimetrische Constante der vom Punkte 
3 durchlaufenen Extremale, so verschwinden in dem Ausdruck 


Jos I e = — q T Hefa + Hyma +] 


oa oa 
die auf den Punkt 0 A a Glieder, ebenso ei ER 
wegen der Gleichungen der Extremalen, so dass 


(10) 2 Ei 4 2208 2 TE H,E, Hypna * 
wobei SR a auch R b ersetzt werden kann. Sind a, b 
und t, Functionen von r, so folgt hieraus und aus der Formel (8) 
d cn d Kos 
TA dr 
£ da ë 
SET ee (nte tE 
oder, da die Identität 
H = é Hy 4 n H, 


dKos 


dr 


"aa 


gilt, 


(11) Ir 


AR 


he he +7 
$ 36. 
Wir setzen, indem wir ¢ auf den Punkt 3 beziehen, 
K., = o (t, a, b) 
und füħren die neue Voraussetzung ein, dass die Functional- 
determinante 


3 (E, 4,0) E | & N @ 
A — | Na Ba 
fa (t, d, b) Ér M O, 
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im Gebiet (X) nicht verschwinde, abgesehen vom Punkte 0. 
Darin ist die oben betreffs der Determinanten (6) gemachte An- 
nahme eingeschlossen, und wir sagen jetzt, die Extremalen (A) 
bilden ein Feld jedes Bogens 12, welcher der Curve & innerhalb 
des Gebietes (X) angehört; der Punkt 1 kann der Lage 0 be- 
liebig nahe liegen, ohne sie jedoch zu erreichen. Die Eigen- 
schaft, ein Feld zu bilden, bleibt erhalten, wenn man die Rollen 
der Integrale J und K vertauscht; multiplicirt man nämlich in 
der Determinante 4 die erste und zweite Colonne mit Hy und H, 
und addirt sie zu der mit — A multiplicirten dritten, so ergiebt 
sich auf Grund der Identität 


Hog + Hm = ad + åo 
und der Gleichungen (8), (10) 
E M aa 
— A4 =| a Ma a 
És M 


Da nun A von Null verschieden ist, so gilt dasselbe für das Ge- 
biet (X) von der rechts stehenden Determinante; da diese aus 
A hervorgeht, indem man K durch J ersetzt, ist die Behauptung 
bewiesen. 

Jetzt seien die Punkte 1 und 2 durch eine Curve g ver- 
bunden, die innerhalb des von den Extremalen (A) bedeckten 
Theiles der Ebene verläuft, und dieselben Stetigkeitseigen- 
schaften besitzt, wie die gleichbezeichnete in $ 17; in den 
durch ihre Elemente definirten Werthsystemen (z, Y, ir, og 


seien F und @ regulär. Es sei ferner 
(12) T 


wenn links über die Curve © integrirt wird, das ungestrichene 

Integral sich aber, wie fortan immer, auf Q bezieht. Längs der 

letzteren wachse der Parameter t, dessen Functionen x und y 

sind, in der Richtung von 1 nach 2 hin; 3 sei einer ihrer Punkte, 

welcher mit O durch die dem Inneren des Feldes (X) angehörige, 

den Werthen a — a,, b — b, entsprechende Extremale 03 ver- 
9* 
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bunden sei. Dann hat man für die Umgebung des Punktes 3 
die Gleichungen 


ee ig 3 (t, 4, b) m: & (tz, a3, b,) = [t — ts, a — 43, DR, 
Hm % = n (t, a, b) — n (ts, @s, bs) = [t — ts, a —a,b—b,],, 
w — ©, = v (t, a b) — © (tz, as, b3) = [t — t, a — ts, e— bu], 


und dieCoefficienten der linearen Glieder auf der rechten Seite 
haben die Determinante 4 ie man kann daher aus diesen drei 


Gleichungen die Grössen t — t; @ — a,, b — b, in der Form 
(13) [x Zn URES Yo @; |, 
ausrechnen, und diese Reihen haben einen nicht verschwindenden 
Convergenzbereich. Die so erhaltenen Werthsysteme (t, a, b) ge- 
Fig. 15. hören ebenso wie (ty, az, b) 
dem Inneren des Gebietes (XI) 
an, so lange die Grössen |e— x; |, 
|y — y|, |© — w;| gewisse 
Grenzen nicht überschreiten. 
Ist also der Punkt 4 hin- 
reichend nahe bei 3 gelegen 
(Fig. 15) und « ein hinreichend 
kleiner vorgeschriebener Werth, 
so kann man die Punkte O und 4 durch eine solche Extremale 
des Feldes verbinden, dass das längs dieser gebildete Integral K), 
den Werth œ, + «œ hat. Setzt man speciell 


TFA 
“ = K; 4, 


indem das Integral längs der Curve £ gebildet wird, so sind alle 
Argumente der Ausdrücke (13), mithin auch die erhaltenen 
Werthe von a und b solche Functionen von r, wie sie in § 17 
durch ø (rt) bezeichnet wurden. Dabei gilt für die beiden Extre- 
malen 03 und 04 die Beziehung 


Koi = Ko; sje RK; 
und hieraus folgt 
Ku + K; == Kyi —+ Kig 
Lassen wir also den Punkt 3 in eine benachbarte Lage übergehen 
und verbinden ihn in dieser mit dem Punkte O durch die de- 


finirte Extremale 03, so bleibt die Grösse Kos + K,, constant. 
Können wir den Punkt 3 in dieser Weise den ganzen Bogen g 
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durchlaufen lassen und ist & die Anfangs- und Endlage der 
construirten Extremale 03, so sagen wir, die Weierstrass’sche 
Construction sei möglich. Die Grössen a, b, die zu der Extre- 
male 03 gehören, sind dann in dem ganzen Intervall von r, bis 
Ta Functionen von t mit den Eigenschaften der Grössen ø (r) 
des § 17; ihre Anfangs- und Endwerthe sind ao, bo, während die 
constante Grösse Kys + K, für t = t, und t = t; die Werthe 


Kor HAs Basku r ki 


annimmt, welche nach (12) gleich sind. Bei speciellen Aufgaben 
kann die Weierstrass’ sche Construction oft als möglich erkannt 
werden; eine allgemeine Bedingung ihrer Durchführbarkeit ent- 
wickeln wir in § 358. 

Um nun der Frage nach dem Extremum des Integrals J 
näher zu kommen, bilden wir, die Weierstrass’sche Construction 
als möglich vorausgesetzt, die Grösse 


Wade Ksi 


indem das erste Integral längs der construirten Extremale 03, 
das zweite längs der Curve £ gebildet wird. Diese Grösse ist 
eine Function ø (r) im Sinne des $17, und da die Extremale 03 
schliesslich in die Lage & übergeht, so hat man 


WwW EE T u A a s 


Gelingt es daher, das Vorzeichen der Grösse d W als fest nach- 
zuweisen, so ist die Differenz J} — Jio von demselben Vor- 
zeichen. Die Grösse d W ist aber nach den Formeln des $ 35 


explicite anzugeben; (da nämlich K, —- Kz constant, also 


rt, 
dr va 


ist, so hat man 


wa, a a a a 
Mae A e Te TA dr’ 
wobei A die isoperimetrische Constante der Extremale 03 sei. 
Mit Benutzung der Formel (11) und der offenbar richtigen 
Gleichungen 
dJ __ : dx dy dK;, _ dx dy 
dr =— F (ango en =— (ano 
ergiebt sich hieraus 
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aW dx da 
2 = Hy (2, Y, Et, Ne) Fe + Hy (2, Y En Ne) = 
taag de 
Dieser Ausdruck ist identisch mit dem früher durch 


J- 8(&,y, x, y,Dx Dy) =& (z, Yar Esi = =) 
bezeichneten, in welchem F durch H ersetzt ist; die oben (§ 21) 
abgeleiteten Eigenschaften von 8 können daher benutzt und 
besonders das ordentliche und ausserordentliche Verschwinden 
unterschieden werden. Hat & stets ein constantes Vorzeichen, 
und verschwindet längs keiner der in Betracht gezogenen Curven 
g überall, so wird das gesuchte Extremum des Integrals J durch 
den Bogen 12 wirklich geliefert. 

Wenn & längs eines endlichen Theiles der Curve Q überall 
ordentlich verschwände, so hätte man längs desselben 


= —= mE, = mn, md; 
da aber auch die Gleichungen 
£= $, Yy =n 
nach t differenzirt werden können, so ergiebt sich 
dt da db 
b: go tbo tn men 
(15) RE RE. Del 
Wa TU DE + m Ra 


Ferner ist offenbar 


do dt da db 
” a ur ee a + ©» T anG E T & N); 
da nun K, + K, von t unabhängig ist, so folgt 
TE sr” FE. R dx dy 
"P TATR T E G (8n dr’ dr 
= mG (E m Eh No) = M 
oder 
do dt 


d db 
Ta ta, +97 ma 


Diese Gleichung kann aber mit den unter (15) angeführten als 
homogen linear in den Grössen 
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da db dt 
dt’ drt’ dr 
angesehen werden; da nun die Determinante der Coefficienten 
mit 4 identisch, also von Null verschieden ist, so können die 
drei Gleichungen nur zusammen bestehen, wenn 
| da db 
art dr 
Hieraus aber würde, da a und b durch die Weierstrass’sche 
Construction als Functionen ø (rt) im Sinne des § 17 bestimmt 
sind, wenn 3 und 4 irgend zwei Punkte des betrachteten Bogens 
sind, folgen 


2s 


der Bogen wäre also ein Theil einer Extremale des Feldes. Ver- 
schwände & längs der ganzen Curve Q in ordentlicher Weise, so 
müsste, da a,, bọ die Endwerthe von a, b sind, X mit © zusammen- 
fallen. Ist dies nicht der Fall, und ist ein ausserordentliches 
Verschwinden von &, sowie ein Zeichenwechsel entweder über- 
haupt oder durch Beschränkung der verglichenen Curven % aus- 
geschlossen, so ist die Differenz 
= | edr = Jn = a 

ti 
von Null verschieden und hat das Vorzeichen mit & gemein, 
womit das Extremum gesichert ist. 

Im Ganzen sind somit drei Bedingungen als hinreichend für 
den Eintritt des Extremums nachgewiesen, 1) die Existenz eines 
Feldes oder die Jacobi’sche Bedingung, 2) die Weierstrass’sche 
Vorzeichenbedingung, d. h. das in dem angegebenen Sinne feste 
Vorzeichen der Grösse 8, 3) die Möglichkeit der W eierstrass’- 
schen Construction innerhalb des Feldes. Sind diese Bedin- 
gungen erfüllt, so liefert die Extremale € ein Extremum des 
Integrals Ji} gegenüber den im Felde verlaufenden Curven 12 
oder £, welche einen vorgeschriebenen Werth K, ergeben. Je 
nachdem das Vorzeichen von & überhaupt gesichert ist oder nur, 
wenn £ in engerer Nachbarschaft der Curve @ liegt, ist das Ex- 
tremum stark oder schwach. 

Dabei wird das Extremum im Allgemeinen nicht von dem 
im Punkte 0 beginnenden Bogen geliefert, sondern von dem 
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Bogen 12, dessen Anfangspunkt 1 beliebig nahe an die Lage 
0 heranrücken kann. 

Ersetzt man übrigens in der allgemeinen Untersuchung des 
$ 21 die Function F durch H, so sieht man, dass die hier be- 
trachtete Grösse & ein festes Vorzeichen besitzt, sobald dasselbe 
von der Grösse 


l l 1 
H, = y? Hov = -z Hyy = PI (Fyy + 2 Gyy) 


’ 


oder auch, wenn x’ nicht verschwindet, von dem Product 
(fop + App) dx gilt. Die Weierstrass’sche Vorzeichenbedin- 
gung kann daher durch die Legendre’sche des $ 17 ersetzt 
werden, wenn man in dieser F+AG an Stelle von F treten lässt. 

Sind die Bedingungen 1) und 2) erfüllt, so bleiben sie 
erfüllt für die Aufgabe, welche man erhält, indem man die Inte- 
grale J, K ihre bisherigen Rollen vertauschen lässt. Für die Be- 
dingung 1) folgt dies unmittelbar aus den obigen Bemerkungen, 
wonach die Eigenschaft gewisser Extremalen, ein Feld zu bilden, 
bei jener Vertauschung erhalten bleibt. Analoges ergiebt sich 
für die Bedingung 2) daraus, dass H und & durch 

1l 1 
G + 7 F, 7 & 

ersetzt werden; letztere Grösse hat offenbar, da A von Null ver- 
schieden ist, ein festes Vorzeichen, wenn dies von & gilt, wobei 
freilich das Vorzeichen nicht das der Grösse & zu sein braucht. Das 
Extremum hat daher in der neuen Aufgabe denselben Charakter 
wie in der alten, oder den entgegengesetzten, je nachdem A 
positiv oder negativ ist. Damit ist der einfachste Fall eines von 
Mayer aufgestellten Reciprocitätsgesetzes bewiesen. 


8 37. 


Beispiel. Aufgabe IX (834). Die Extremalen sind Kreise 
vom Radius +4; die durch einen Punkt 0, z. B. den Coordinaten- 
„ anfangspunkt gehenden können in folgender Weise dargestellt 
werden. Es seien a,b die Coordinaten des Mittelpunktes m, der 
Radius sei r (Fig. 16); dann kann man setzen 
(6) -z= a +r cosh, y=b-+rsind, ?=a? + 2 
und 9 ist der Winkel, den der Radius, von der zur +x-Axe 
parallelen Lage mx ausgehend, im positiven Drehungssinne be- 
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schreiben muss, um seinen Endpunkt in den jeweils betrachteten 
Punkt 4 des Kreises zu bringen; positiv ist, wie gewöhnlich, der- 
jenige Drehungssinn, welcher nach einer Drehung um 90° die 


Fig. 16. 


—+x-Axe in die +y-Axe überführt. Ist ferner ø der Winkel, 
um welchen der Strahl Om, im positiven Sinne gemessen, von 
der + x-Axe abweicht, so hat man 

(17) a—=1rc0s9, b=rsing, 

und der Radius mO ist demnach um ọ + x gegen mx geneigt. 
Setzt man daher 


t=r +9 0, 9=xr +9 —1, 

so ist rt der im negativen Sinne vom Punkte 0 ab gemessene 
Kreisbogen 04 und man hat nach (16), (17) 

Ki; = o = tya? + b2, ` E(t, a, b) = a — a cost — b sint, 

n (t, a, b) = b — b cost + asint. 

Diese Functionen sind überall regulär, so lange r zwischen zwei 
übrigens ganz beliebigen positiven Grenzen verbleibt. Man hat 
ferner 


1 — cost, sint, a 
3 


— sint, 1 — cost, u i 
r 
asint — bcost, acost-+bsint,r 


und wenn man a und b durch andere Variable «, ß ausdrückt, 


Gene). 260) 2a). „ea N 

(t, æ, P) Ol,ab) OG, æ, B) ò (%, B)’ 
sind speciell «v, ß die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes m 
in einem neuen System, so hat der Factor neben 4 den Werth 
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+1. Wenn nun speciell b == 0 ist} so hat man a? = r2, und 
es ist 


1 — eost sint t 
uf —.sint ı 1.— 0084-0 
sint cost 1 


EL; t t 
= y (2 — 2 cost — tsint) = 4r sin 3 (sin g ro z) 


Durchläuft aber der Punkt 4 den betrachteten Kreis, so bewegt 
sich ¢ in dem Intervall 
(19) otin 
die Factoren des Ausdrucks 4 sind also, abgesehen vom Punkte 0, 
von Null verschieden. Verschwindet b nicht, so ersetze man das 
Coordinatensystem (a, b) durch ein neues («, 6), dessen Abscissen- 
axe durch m geht; dann bleibt 4 nach der Formel (18) eben- 
falls von Null verschieden. Damit ist gezeigt, dass alle Kreise, 
die durch den Punkt 0 gehen und, wenn e, y positive Constante 
bedeuten, einer Ungleichung 
(20) e < a b < yp? 
unterworfen sind, ein Feld im Sinne des § 36 bilden, sobald man 
t durch die Ungleichung (19) beschränkt, d. h. keinen der Kreise 
mehr als einmal durchlaufen denkt. 

Da bei dieser Aufgabe 


F= yr, G= ys py, H= yx Hayr? + y2, 


und die Quadratwurzeln Aae sind, so y man 


-= (vDa fi ay DeF P 


x Dz 
Da e a 
1 4 y I y? y Da? + Dy? 
y' Dy 


4 M 145 
"aa ya YDai+ Dy 
"die eingeklammerte Grösse ist (§ 23, Aufgabe I) nie positiv, 
und & verschwindet nur, wenn 
x Ty Dg y' Dy 
(Fy VDe F De Yart+y: VDe + Dy 
d. h. nur in ordentlicher Weise. Da ferner die Richtung wach- 
sender ¢ zum auswärts gerichteten Radius so liegt, wie die 
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—-x-Axe zur -+ y-Axe, so ist A nach $34 negativ, also & positiv, 
und das gesuchte Extremum ein Maximum. 

Jetzt seien die Punkte 12 durch einen Bogen eines Kreises 
verbunden; ausserhalb dieses Bogens liege auf dem Kreise der 
Punkt 0. Durch diesen werde die Abscissenaxe parallel zur Ge- 
raden 12 gezogen und die y-Axe so gelegt, dass auf dieser Ge- 
raden y positiv ist. Dann führt die oben definirte Richtung 
wachsender ? von 1 durch den Bogen © zum Punkte 2, und das 
Integral 


Jia = f ya'dt 
1 


ist die positive Fläche zwischen © und der geraden Strecke 12, 
vermehrt um das von den Ordinaten der letzteren bedeckte 
Rechteck. Es sei ferner Q eine beliebige 1 und 2 verbindende 
Curve von denselben Stetigkeitseigenschaften wie in § 17 und der- 
selben Länge wie @, welche nicht in einen Kreis mit dem Radius 
28 und dem Centrum 0 hineingeht, was durch passende Wahl dieses 
Punktes stets zu erreichen ist. Dann haben alle Kreise, welche 
durch 0 und einen der Curve Q angehörigen Punkt 3 gehen, 
einen Radius, der grösser als & ist. Beschränkt man sich auf ` 
solche, deren Radien eine gewisse Grenze y nicht überschreiten, 
so gehören sie alle dem Felde (20) an. 

Durchläuft nun der Punkt 3 den Bogen %, so verbinde man 
ihn in jeder seiner Lagen mit O durch einen Kreisbogen von 
der Länge 

KE, + K; = arc 01 + arc 13, 
wobei der erste Bogen auf dem Kreise 012, der zweite auf der 
Curve Q gemessen wird. Diese Grösse ist grösser als der gerad- 
linige Abstand 03, man erhält daher für den gesuchten Bogen 
einen endlichen Radius, und, da er sich offenbar mit 3 stetig 
verändert, eine endliche obere Grenze y. Von den beiden zur 
Geraden 03 symmetrisch gelegenen Kreisbögen der verlangten 
Beschaffenheit nehmen wir immer den, der aus der Anfangslage 
& stetig hervorgeht; da der Radius endlich bleibt, ist & auch die 
Endlage des Bogens 03 und die Weierstrass’sche Construction 
innerhalb des Feldes (20) in vollem Umfange als möglich erwiesen. 
Die allgemeine Theorie des § 36 ergiebt daher 


J, 2 > Jı 2) 
d. h. das vom Kreisbogen © und der geraden Strecke 12 be- 
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grenzte Segment ist grösser als das durch die Curve Q definirte. 
Damit ist offenbar noch mehr als die Maximumseigenschaft 
erwiesen. 


§ 38. 


Die Weierstrass’sche Construction ist ausführbar, wenn 
man der Curve £ eine Beschränkung auferlegt, die bei vielen 
Aufgaben naturgemäss erscheint, und darin besteht, dass in be- 
nachbarten Punkten der Curven Q und Œ auch die vom Punkte 0 
aus längs beider Curven gebildeten Integrale K nur wenig 
von einander abweichen. Um diese Festsetzung genauer zu for- 
muliren, nehmen wir an, eine beliebige, vom Punkte 0 ausgehende 
Curve werde vom Punkte 6 durchlaufen, X,, sei das längs dieser 
Curve erhaltene Integral, und z sei die dritte der rechtwinkeligen 
Raumcoordinaten. Setzen wir dann allgemein 

L= Te Y= Yn 2 = Kos 
so beschreibt der Punkt (x, y, z) eine gewisse, ebenfalls vom 
Punkte 0 ausgehende Raumcurve; die auf diese Weise irgend 
welchen Punkten 1, ... 6 zugeordneten Punkte des Raumes seien 
durch 1°, ... 6° bezeichnet. Es entspricht dann jeder Extremale 
des Feldes eine Curve 

26,0, Varta b, Fun a dh: 
für a = a, b = b, erhält man eine der Curve & entsprechende 
Raumcurve 6%, Der aus dem Extremalenbogen 01 und der 
Curve X zusammengesetzten Linie entspricht eine Raumcurve, 
welche bis zum Punkte 1°, dessen Coordinaten 
en, ya, ?= Ko: =D (ti, ao, bo) 

sind, mit ©? zusammenfällt, dann sich aber von dieser trennt; 
der Punkt 3° hat die Coordinaten 
(21) wen UE y eE Ko e s: 
Die neue Festsetzung besteht nun darin, dass nur diejenigen 
Curven Q mit € hinsichtlich der Werthe des Integrals J ver- 
glichen werden, deren zugehörige Raumcurven X° einer gewissen 
Nachbarschaft (§ 17) der Curve @° angehören. 

Auf der letzteren entspreche einem Punkte 5 des Bogens 12 
der Punkt 5°, für welchen 

nei N E Ko =u (ts, do, bo) = 25; 
dann können die Gleichungen 
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z — z, = $ (t, a, bD) — 2; = [t ua — to b — bj]. 
(22) y — Ys = n (t, a, b) — ys = [t — ts, a — ao b — bu], 
z — z = v (t, a, b) — 2s = [t — h, a — ao b — be]. 


in welchen die linearen Glieder rechts die Determinante 4 (t,, 
o, bo) haben, dadurch erfüllt werden, dass man für t — t;, 
a —- do, b — bo, gewisse bestimmte Reihen von der Form 
[® ir ur dr 2;], 

einsetzt. Diese Ausdrücke definiren f, a,b als Functionen von 
£, Y, z, welche an jeder Stelle 5° regulär sind, welche daher, wenn 
die Curve & sich selbst nicht schneidet, also zu verschiedenen 
Werthen t, auch verschiedene Punkte 5° gehören, innerhalb 
eines gewissen, den Bogen 12° umfassenden Gebietes 6° regulär 
und eindeutig bestimmt sind, so dass dasselbe von den Extre- 
malen, welche den durch die obigen Ausdrücke definirten 
a, b entsprechen, genau einfach erfüllt wird. Fällt der betrach- 
tete Punkt auf die Curve 6° selbst, so gehen a und b in a, und 
bọ über. Das Gebiet ©° kann man sich z. B. als den Raum 
vorstellen, den eine Kugel von constantem Radius durchstreicht, 
wenn ihr Mittelpunkt den Bogen 1°2° durchläuft. 

Verläuft nun die Curve ° ganz im Inneren des Gebietes GV, 
so liegt jeder Punkt 3° auf einer bestimmten der definirten Ex- 
tremalen des Feldes, und man hat die Gleichungen 


XL, — & (tz, a, b), Y =) (tz, a, b), 3 = 0 (tz, a, b). 
Hieraus folgt nach der dritten Gleichung (21) 
o. (iss a,b) = RK; = Kı + K», 


mithin 5 | 
Kos, + K: = Koi + K: = Koi + Kia = Kos; 

die Projection der construirten Curve 03° auf die zy-Ebene ist 
also genau die bei der Weierstrass’schen Construction ge- 
suchte Extremale 03 und sie geht nach den an die Gleichungen 
(22) geknüpften Bemerkungen in © über, wenn der Punkt 3° 
in eine der Lagen 1° und 2° rückt. Bei der neu eingeführten 
Beschränkung der Curven £ ist also die Weierstrass’sche Con- 
struction immer möglich, und eine der in § 36 angegebenen 
hinreichenden Bedingungen des Extremums fällt weg. 


Beispiel. Aufgabe XI. Einen schweren homogenen Faden 
von gegebener Länge und gegebenen Endpunkten in einer ver- 
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ticalen Ebene so zu legen, dass sein Schwerpunkt möglichst tief 
liegt (Gleichgewichtsfigur, Kettenlinie). 

Ist die +y-Axe die Richtung der Schwere, I die Länge 
des Fadens 01, die Masse der Längeneinheit Eins, so ist die 
Ordinate des Schwerpunktes 

3 
J | yyz?+y®?dt, 
ô 
es ist also das Integral 
1 
JT = |yYa?+ y’ dt 
0 


zum Maximum zu machen bei vorgeschriebenem Werth des 
Bogenintegrals 


1 
K = | yx? + y? dt, 
0 


und die erste Variation des Integrals 

J +4K = | u +A) yr +y dt 
ist gleich Null zu setzen. Für die Extremalen erhält man hier- 
aus (§ 9, Aufgabe II) die Gleichung 


z—b —c+b 


y+a=t k use San |= a0 2 
Die rechte Seite hat für z — +» das Vorzeichen der Grösse a, 
die Curve ist also convex nach unten für a < 0. Dann ist 
y -+ A immer negativ, und die Grösse 
= + Dr + Di | AH — -ıl 
ya? + yT Da? + Dys 

positiv, und nur dann — 0, wenn die Werthsysteme («’, y’) und 
(Dx, Dy) dieselbe Richtung darstellen. Die Weierstrass’sche 
Vorzeichenbedingung des starken Maximums ist also erfüllt. 

Die weitere Rechnung vereinfacht sich vermittelst der leicht 
zu beweisenden Formeln 
(23) Cof (u + v) = Cof u Coj v + Sinu Sinv, 

Gin (u + v) = Gin u Coj v + Sinv Cof u. 
Für die Constanten der durch den festen Punkt O gehenden 
Extremalen gilt die Beziehung 
to — db 


Yo + å = a Coj , 


Q 
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und die allgemeine Gleichung dieser Öurvenschar kann demnach 
geschrieben werden 
m —b), 

a | 
Die rechte Seite dieser Gleichung ist regulär, sobald a von Null 
verschieden ist, und man kann setzen 


aE b) eh ME l a b) 
TER em ge). 


y= m= a |t E o 


Da nun 
sl, ba = Ep = 0; 


are ao __2%(n, ®) 


oap STe 
Weiter ist œ die vom Punkte 0 ab gemessene Bogenlänge, also 


o= [VTF at= | 1 + am! at= [ont dt, 
0 0 


so ist 
A(t, a,b) = 


= a | Sin 'Z > _ end), 
man erhält daher, wenn 
t— b to — b 
=s U, = Uo 
a a 


gesetzt wird, auf Grund der Formeln für die Differentiale der 
hyperbolischen Functionen ($ 23) 
Coj u — Coj uo — (u Sin u — uw Sin uo), Sin u — Sin w |, 
Sinu — Sinu, — (u Cof u — u, Cof uo), Cof u-— Cof uol 
differenzirt man ferner und benutzt die Gleichungen (23), so 
folgt 
dA __|— u ofu, Sinu — Sin w 
du  |— u Sinu, Cof u — Cof w 
Cof u — u Sinu — Cof u, + uo Sin uo, Cof u 
3 Ginu — u Cof u — Sin uo + w Cof wo, Sinu | 
= (u — uo) Co (u — w) — Sin (u — wo). 
Hieraus ergiebt sich 
d? A 
~ du? 
da die Grössen w — u, und Sin (u — u») dasselbe Vorzeichen 
haben, so ist immer 


a 


= (u — w) Sin (u — uo); 


‚er INT 
enAtYcH | 
ET re ae gzamekiaßl 
GN“ kowe eg ny 
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d? A 
du? = I; 


da ferner die Grössen 4 und d4: du für u — u, verschwinden, 
so hat letztere stets das Vorzeichen von uo — u, und erstere ist 
negativ, sobald u Æ up Geht man nun vom Punkte 0 aus in der 
Richtung wachsender æ die Kettenlinie entlang, so ist 


£ — Ty 
er 

ebenso wie a negativ, 4 also negativ; es sind daher für ein be- 
liebig langes Stück der nach unten convexen Kettenlinie die 
hinreichenden Bedingungen des starken Maximums mit der 
oben angegebenen Beschränkung der Curven % erfüllt. Dabei 
ergiebt sich, gemäss einer in $ 36 gemachten Bemerkung, das 
Maximum zunächst für jeden Bogen 12, dessen Anfangspunkt 
beliebig nahe bei O liegt; da nun die Lage des letzteren keiner 
Beschränkung unterliegt, so kann der Bogen 12 als ein beliebiger 
Theil der Curve angesehen werden. 

Die eingeführte Beschränkung der Curve Q erscheint hier 
naturgemäss, weil bei jeder kleinen Verschiebung eines Fadens 
der einzelne materielle Punkt, der durch eine bestimmte, vom 
Punkte 0 ab gemessene Fadenlänge definirt ist, als nur wenig 
verschoben vorgestellt wird. Die Curven Q und Œ sind dann 
eindeutig so auf einander bezogen, dass entsprechende Punkte 
kleinen Abstand haben und denselben Werth des Integrals K 
ergeben. 


U — U = 


8 39. 


Die allgemeinen Entwickelungen der letzten Paragraphen 
bleiben mit geringen Modificationen gültig, wenn man annimmt, 
dass die Extremalen 


(24) z = $ (t, a, b), y = n (t, a, b), 

zu welchen & gehört, nicht durch einen festen Punkt O gehen, 
sondern alle eine feste Curve © transversal schneiden; man 
erhält dann Kriterien dafür, dass ein Stück der Curve © ein 
Extremum des Integrals liefere unter allen Curven, welche einen 
festen Punkt mit der Curve 6, verbinden, und dem Integral K 
einen vorgeschriebenen Werth geben. 


Es sei 
IN 0 
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die Gleichung der Curve ©; dieselbe schneide © und die von 
dieser hinreichend wenig abweichenden Curven der Schar (24) 
im variablen Punkte O unter nicht verschwindenden Winkeln, 
und sei in diesem Punkte regulär. Dann hat man die Gleichung 
(25) ip [é (to, 4, b), yi (to, &, b)] —=(, 
welche nach ft, aufgelöst werden kann, da für die betrachteten 
Punkte 0 die Ungleichung 
7 + Tyn: Z 0 
gilt. Man erhält daher, wenn too der Parameter ist, welcher 
auf der Curve Œ zum Schnittpunkt derselben mit ©, gehört, 
to za too = ja (de b — bo], 

Da ferner die Extremalen der Schar (24) die Curve 6, trans- 

versal schneiden, so erhält man unter der Voraussetzung 


I„Dxz + I,Dy 
immer die Gleichung 
H» Dz + H,Dy i 0; 


0 


== 


daraus folgt 


0 


(26) A == H Ta a ee O; 
wobei die Argumente 
(27) s= $, Y= Ni AE y=n 


zu nehmen sind. Differenzirt man sodann die Gleichung (25) 
nach æ und b, so ergiebt sich 


r, (8 E + te) + Ty (m +7) 0, 
r, (a +a) + n (m +w) = 


In diesen Gleichungen kann man nach (26) die Grössen T, und 
T, durch Hy und H, ersetzen; sie werden dann genau mit den 
Formeln (9) identisch. Bildet man daher längs irgend einer 
Extremale der Schar, welcher der variable Punkt 3 angehört, 
die Integrale 
3 t t 
Js= Edt | F (E n a n) di Ka =f a E-an) di, 
0 to to 
so gilt zunächst die von dem Zusammenhang zwischen to, a, b 
unabhängige Gleichung (7) auch jetzt noch, und aus ihr folgen 


Kneser, Variationsrechnung. 10 
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genau wie in $ 35 auf Grund der Formel (9) die Gleichungen 
(10), (11). 
Es werde nun wie oben 
Er = o (t, a, b) 
gesetzt und angenommen, dass die Determinante 


z ò (&, n, ©) 
à (t, a, b) 

längs des der Curve © angehörigen Bogens 02, abgesehen vom 
Punkte 0, nicht verschwinde; dann gilt dasselbe für alle auf der 
Curve @, beginnenden Bögen von Extremalen der Schar, welche 
von 02 hinreichend wenig abweichen; die Gesammtheit der Bögen, 
für welche 4 von Null verschieden bleibt, heisse das Feld des 
Bogens 02. Auf der Curve 6, selbst verschwindet 4 überall, 
wie die Formeln (7), (9) leicht ergeben. Eine gewisse Umgebung 
des Bogens 02 wird dann, wie eine in $ 35 durchgeführte Be- 
trachtung auch jetzt zeigt, von den Extremalen des Feldes im 
Allgemeinen unendlich vielfach bedeckt. Innerhalb dieser Um- 
gebung werde ein der Curve ©, angehöriger Punkt 1 mit 2 durch 
eine Linie % verbunden, für welche die Gleichung 
(28) A, 
besteht, auf deren rechter Seite längs der Curve © integrirt ist, 
während die ungestrichenen Integrale sich auch jetzt stets auf 
die Curve £ beziehen mögen. Diese werde vom Punkte 3 durch- 
laufen; dann besteht eine der Weierstrass’schen analoge Con- 
struction darin, dass eine mit 3 veränderliche Extremale des 
Feldes construirt wird, für welche die Grösse Kọ, + K; con- 
stant bleibt, und welche, wenn die Punkte 3 und 2 zusammen- 
fallen, in die Curve © übergeht. Anfangs- und Endwerth dieser 
Grösse sind dann offenbar die beiden Seiten der Gleichung (28). 
Der in § 38 gegebene Beweis für die Möglichkeit der Weier- 
strass’schen Construction kann jedoch auf die vorliegende Auf- 
gabe nicht ohne Weiteres übertragen werden, da 4 auf der 
Curve © wie bemerkt, verschwindet. Dieser Umstand hat keinen 
Einfluss auf die Argumentation des § 36, nach welcher & nur 
längs einer Extremale des Feldes überall in ordentlicher Weise 
verschwinden kann; da nun die Grösse K, + Kz von t unab- 
hängig ist, da ferner die Gleichungen (7), (10), (11) des $ 35, 
wie gezeigt, auch jetzt gelten, so ergiebt sich, wie in § 36: 
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aW alst Ar) y, de 
de dr Bi >" 


dy dx dy 
+H - Hr 


5 y AL dy 
=.© (a, Y, re T) 


Die Anfangs- und Endwerthe der Grösse W sind von den früheren 
verschieden; man hat offenbar jetzt 


ge J,.,W 


To an 
EE 


die Differenz J,, — Jia hat also das Vorzeichen der Grösse &. 

Schneiden daher die Extremalen des Feldes die reguläre 
Curve .G, transversal, ohne sie zu berühren, so haben die in 
$ 36 angegebenen hinreichenden Bedingungen des Extremums 
dieselbe Bedeutung für das Extremum unter allen die Curve 6, 
mit einem festen Punkte verbindenden Linien Q. 


Beispiele. Aufgabe IX werde in folgender Weise specia- 
lisirt. Von einem Punkte 2 sei nach einer Kreislinie 6, hin eine 
beliebige feste Curve % gezogen; durch eine zweite Curve ge- 
gebener Länge den Punkt 2 mit dem Kreise 6, zu verbinden, 
welche mit diesem und der Curve % eine möglichst grosse Fläche 
einschliesst. 

Die Extremalen sind Kreise (Fig. 17) und liegen nach $ 34 
zum Kreise 6, transversal, wenn sie ihn senkrecht schneiden. 
Da nun jeder Punkt 3 mit dem Kreise Fig. 17. 

6, durch einen zu diesem orthogona- 
len Kreisbogen 03 gegebener Länge 
verbunden werden kann, sobald diese 
Länge die kürzeste gerade Verbin- 
dungsstrecke zwischen dem Punkte und 
6, übersteigt, so ist die Weier- 
strass’sche Construction längs irgend 
eines Bogens £ oder 12 von der vor- 
geschriebenen Länge immer in der 
Weise möglich, dass der Bogen 03 
dem längs der Curve % gemessenen 
Bogen 13 gleich ist; dabei können die Kreisbögen 03 so gewählt 
werden, dass ein den Kreis 6, in bestimmter Richtung X um- 
laufender Punkt an jeder Stelle O nach der concaven Seite des 
Bogens 03 geht. Diese Construction ist jedoch nur für ein 
10* 
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Stück 42 des Bogens % durchzuführen, wenn dieser mit der zum 
Kreise 6, normalen geraden Strecke 14 beginnt, im Punkte 4 
aber die Gerade 14 verlässt; dann ist die Strecke 14 die Grenze 
der Bögen 03, wenn man 3 und 4 zusammenrücken lässt, so dass 


a 7 és 7 
(29) As + hil = Aan Kos + K| = K 
gesetzt werden kann. Da ferner, wenn der Punkt 3 in die Lage 
2 rückt, die Grenzlage des Bogens 03 der Bogen & oder 02 ist, 
mit welchem % verglichen wird, also die Gleichung 

lim Jos = Joo 
gilt, so ist nach (29) 


K + J33 


Ta 
"= | Sdt = Ja — dr 
Ta A 
woraus, da & ein festes Vorzeichen hat, das Extremum folgt, so 
lange die Jacobi’sche Bedingung erfüllt ist. 
Um zu erkennen, in welchem Umfange dies der Fall ist, 
nehmen wir an, es sei 


xi + yi =r 
dio Gleichung des Kreises 6,; ist b die in der Richtung R wach- 
sende Bogenlänge, so sind 
dx da 
u= n + a a, B= m Ha e 

die Coordinaten des Centrums eines Bogens 03 vom Radius |a]; 
bei der Bedeutung von R ist a positiv. Nach der in § 37 benutzten 
Darstellungsweise kann der Kreisbogen 03, indem man den Coor- 
dinatenanfangspunkt durch den Punkt 0 ersetzt, durch folgende 
Gleichungen dargestellt werden: 


£ — u = (8 — 2) — (8 — £) cost — (B — Yo) sint, 
Yy — Yo = (Ê — Yo) + (© — z.) sint — (B — Yo) cost, 
oder, wenn man setzt 


LEN dx, „3% 
E(t,a, ))=u ray ale: cost — an sin t, 
in dx, 


| n (t, a, b) = yo + a -ip 
durch die Gleichungen 

g == E labh Y =ni A, 0): 

Offenbar ist t = 0 im Punkte 0; also hat man 
Kys = at = o. (t, a, b); 


dy, 
ur; > sint — a 77 cost, 
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„ar dy, da, 
aTi sint — a — FE cost, a Se cost 
+a Ja sint, a 
pea dYo dy, 
olmo) a Fre E a 
Sarah T | da, .- i 
| —+ Ep sint, t 
| da, dx, dyg _. 
Ea +a EEI (1 — cost) — a qir Sin, 


| dy, d?y, d?x, ; 
| tar (l—cost)+a gg en 0 


Wenn nun für den betrachteten Bogen 03 die Gleichungen 


dyo _ da, __ 
er Wer oA 
bestehen, so ergiebt die Identität 
dy, d? Yo Se d?x, 


db db? gae db? 
sofort die Folgerung 


dex 
man erhält daher 
da, sint cost ..1 
dA = — a (sint — tcost) + a? 25 1— cost sint t|, 


— sint 1— cost O | 
und mit der Bezeichnung 


o (t) = sint — tcost 
ergiebt sich 


Er d2y, t 
dA = — a g(t) + 4a? Abe sin TIOL 
Ferner gelten offenbar längs des Kreises 6, die Gleichungen 
b s110 
Zo = T CoS p? Yo = T SN = 


und wenn für den Punkt 0 die Annahme 


Bra 
2 


gemacht wird, so bestehen die Gleichungen (30) und damit auch 
die folgenden: 


=> 
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d’y __ Ban | 
a a Te A 
a S t 
a=— t 790) — sasin $ o (5))- 


So lange daher die Kreisbögen 03 in Theilen des Radius «a 
gemessen die kleinste Wurzel der Gleichung 


ro(t)— 4asin 5 p (5) — 2) 


nicht erreichen, liefert der Bogen 02 wirklich ein Extremum der 
Fläche, die von ihm, dem Kreise 6, und einer festen, diesen mit 
2 verbindenden Linie umschlossen wird. 

Man sieht leicht, dass dies Resultat gültig bleibt, wenn 6, 
eine beliebige reguläre Curve ist, und r ihr Krümmungsradius in 
dem Punkte, in welchem sie von dem Kreisbogen 03 orthogonal 
geschnitten wird. 


Aufgabe XI (8 38). Die Stabilität eines schweren Fadens zu 
untersuchen, wenn der eine Endpunkt fest, ‘der andere auf 
einer gegebenen Curve beweglich ist. 

Wir gehen von der folgenden allgemeinen Bemerkung aus. 
Eine zweifach unendliche Schar von Extremalen, welche durch 
einen Punkt O gehen, oder die Curve 6, transversal schneiden, 
sei durch die Gleichungen 

sth, bi y= i C abe); 


Koa m= am o ae) y a NE 


gegeben, ge sei von Null verschieden; dann hat die Grösse 4 fol- 
gende Form: 


i utis etis 

_26&mo) _ s Ep èc 
ae A. Nt ha T iaa no F Me zg |’ 

oc oc 

0% Oa ui S aA +85 


und da offenbar die Gleichungen 
òc 06 
gta, = RTtKe 


| 
© 


gelten, so folgt 
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& nina | A 
Fi MIe— 19 HE. o mi m 
9; Oa Je Fie Oe Ja r Je Er} c Jo | 0 Ja 7 Je 
so dass g4 der rechts stehenden Determinante vierter Ordnung 
gleich ist. 
Die gegebene Curve ©, habe nun die Gleichung 


Yo = f (z0); 
sie sei an der betrachteten Stelle nicht horizontal, f’(x,) also von 
Null verschieden. Die Extremalen, für welche 
æ — b z— b 


y+ 4=a®o] u p = Sin 


ist, müssen von 6, im Punkte 0 senkrecht geschnitten werden, 
wenn 0 der bewegliche Endpunkt des Fadens ist; man hat da- 
her die Gleichungen 


Yo + å = abo] a 


xy — b 
a 


(31) 


1 + fm = 1 + f' (€o) Sin = 0, 


und die gesammte Schar der transversal schneidenden Extre- 
malen wird, indem man — g =t setzt und durch œ die vom Punkte 
0 aus im Sinne abnehmender x gemessene Länge bezeichnet, 
durch folgende Gleichungen definirt: 


Be Mae (60 — Coj 2 2 

mi >) 0 — 1 + fa) Sin 
Die Grösse — 4, multiplicirt mit dem Analogon der oben durch 
ge bezeichneten Grösse, ist daher die Functionaldeterminante der 


rechten Seiten der letzten drei Gleichungen nach a, b, x,; setzt 
man 


Lo — b 


x — b tiw 
— Ein 2— 
a a 


o—=—a(Ein 


Tee a TEEN 


so findet man auf Grund der Additionsformeln der Functionen 
Ein, Cof unmittelbar 


4 = — Du) + É Cige D (u) | f'e) Sinu — 2 Gt JE 


wobei gesetzt ist 
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(u) = 2 — 2 Cof (u — u) + (u — uo) Sin (u — w). 
Für diese Function gelten die Gleichungen 

D(u,) = Pu) = 0, D’(u) = (u — u,) Sin (u — w) 

WR — [P Wr = DO || 
du | ®(u) 
= — [u — u — Sin (u — w)]?, 

Du) _ u u — Iglu — %) 

Dlu) (u — w) Tglu — w) — 2 + [2: Cof (u — W)]' 
aus welchen unmittelbar folgt, dass für u > u, die Grössen ® (u) 
und ®'(u) stets positiv sind, der Quotient ®’(u): ®(u) aber, 
wenn man ù von ù, ausgehen und positiv unendlich werden 
lässt, das Intervall von + œ bis + 1 beständig abnehmend 
durchläuft. 

Fasst man nun nur solche Gleichgewichtslagen ins Auge, für 
welche die Legendre’sche Bedingung des Maximums der Schwer- 
punktsordinate erfüllt ist, so müssen die betrachteten Extre- 
malen nach unten convex sein, mithin, da + y die Richtung der 
Schwere ist, a < 0. Die Gleichung 
es AA... af" (x) Sin?u, 
er rk Pu) au | Col .- | 
hat daher, wenn Ginu, und damit Tg u, ebenso wie f" (æo) po- 
sitiv ist, keine Wurzel oberhalb des Werthes «,. Dasselbe gilt 
aber auch, da die Gleichung geschrieben werden kann 


Gofm, E Ne S ax 1| — af" (2) Sindu, 


wenn Gin u, negativ, f”’(x,) nicht positiv ist; denn dann ist 
Gig Uo = Pe 1, 

die linke Seite der letzten Gleichung also für u > u, sicher 
negativ, die rechte dagegen positiv oder Null. Nun haben nach 
(31) die Grössen Sin u, und f’(x,) entgegengesetzte Vorzeichen ; 
in den beiden betrachteten Fällen haben also f'(x) und f" (a) 
entgegengesetzte Vorzeichen, so dass die Richtung abnehmender 
x oder, da a negativ ist, wachsender u nach der convexen Seite 
der Curve 6, hinweist. Die Jacobi’sche Bedingung für die 
Stabilität des Gleichgewichts ist also immer erfüllt, wenn der 
Faden im Punkte 0 nach der convexen Seite der Curve 6, hin- 
geht, oder diese im Punkte 0 die Krümmung Null hat, z. B. eine 
Gerade ist. Wenn in einem dieser Fälle die Weierstrass’sche 


www.rcin.org.pl 


§ 39, Das einfachste relative Extremum. 153 


Construction möglich ist, so liegen alle Bögen 03 im Inneren 
des Feldes, und die Stabilität ist für ein beliebig langes Stück 
des Fadens gesichert. 

Haben f”(x,) und f'(x) dasselbe Zeichen, so dass der Faden, 
für welchen u > u, sei, nach der concaven Seite der Curve 6, 
hingeht, so hat die Gleichung (32) für u > u, eine einzige 
Wurzel u, sobald die Ungleichung 


= af" (x)Sin?u, 

Ig t | A | ei 
besteht. Sieht man daher die Richtung der Curve ©, und die 
Gestalt des Fadens, d. h. die Grössen a und u, als fest an, und 
lässt die Krümmung der Curve ©, variiren, so tritt eine Wurzel 
wù auf, sobald der absolute Werth der Krümmung eine gewisse 
Grenze erreicht hat. Wächst derselbe über alle Grenzen, so 
nähert sich u beständig abnehmend der Grenze «, an, d. h. das 
Stück des Fadens, für welches die Jacobi’sche Bedingung er- 
füllt ist, wird unendlich klein. 

Um nun die Weierstrass’sche Construction zu discutiren, 
suchen wir eine Kettenlinie, welche im Punkte O die feste, weder 
horizontal noch vertical liegende Gerade 7 berührt, und ausser- 
dem den Punkt 1 enthält, der nicht auf derselben Verticalen wie 
0 liegt. Die Gleichung der Geraden 7 kann man schreiben: 


Y — Yo = (x — x, Sin uo; 
der Werth «, ist dann eindeutig bestimmt, da die Function Sin 
bei wachsendem Argument alle Werthe von — œ bis + œ 
wachsend durchläuft. Die sämmtlichen im Punkte 0 die Gerade 
T berührenden Kettenlinien werden durch die Gleichungen 


(33) y — y = a (Cofu — Coju), x = £o + a (u — u) 
dargestellt, in welchen u ein Parameter ist. Sehen wir a als 
veränderlich, x als fest an, so hat man 


y = Qof u -+ a Šin u = — 60) 
= Goju — (u — w) Sinu — Cof us; 

die Ableitung der rechten Seite nach u ist (u, — u) Goju, hat 

also das Vorzeichen der Differenz u — u, die Grösse selbst ver- 

schwindet für u — u,, ist also negativ, so lange u endlich und 

von %, verschieden bleibt. Für unendlich kleine Werthe von 

a erhält man nun, je nachdem a positiv oder negativ ist, 
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Gf=+to, y=to. 

Da ferner die erste Gleichung (33) geschrieben werden kann 
Y — Yo = (x — %) Sin w + (2 — £o) [u — w], 

wobei die Coëfficienten der letzten Reihe von a unabhängig sind, 
so folgt für a— + œ die Gleichung 

Y = Yo + (a — qx) Sin w. 
Die Grösse y geht also von diesem Werthe aus abnehmend bis 
— œ, dann ebenso von + œ bis zu diesem Werthe zurück, 
wenn man a von — œ bis + œ wachsen lässt und für x einen 
festen Werth, etwa x,, festhält. Für einen einzigen, bestimmten 
Werth von a erhält man daher, wenn zı — x, von Null ver- 
schieden ist, y = yı, womit die gesuchte Curve gefunden und 
als eindeutig® bestimmt nachgewiesen ist. Sie ist nach unten 
convex (a < 0), wenn der Punkt (x,, yı) oberhalb der Geraden 
T liegt, d. h. wenn! 

Yı < Yo + (a — xo) Sin w. 

Jetzt beschränken wir uns auf den Fall f’(x,) > 0, in 
welchem die Kettenlinie, in der Richtung abnehmender z ver- 
folgt, von der Curve 6, aus sich zunächst senkt. Nähert sich 
(Fig. 18) dann der Punkt 3 auf der Curve Q der Lage 1, d. h. 
ihrem Schnittpunkt mit 6,, so 
wird der längs der Curve £ ge- 
messene Abstand 13 oder Kı; un- 
endlich klein. Verbindet man da- 
her den Punkt 3 mit einem festen 
auf der Curve 6, und tiefer als 
der Punkt 1 liegenden Punkte 4 
durch eine zur Curve 6, recht- 
winkelige Extremale, so ist diese 
nach unten convex, da, sobald 
der Bogen 13 hinreichend klein ist, der Punkt 3 oberhalb der 
Normale des Punktes 4 liegt, und die Länge des Extremalen- 
bogens. 34, welche wir ${,, nennen, bleibt oberhalb einer positiven 
Grenze, wenn K,, unendlich abnimmt. Daraus folgt, dass man 
einen von 1 beginnenden Theil Q, von der Curve Q abschneiden 
kann, für welchen die Ungleichung 
(34) Kıs < R34 
gilt, sobald 3 ein Punkt des Bogens 8, ist. Ist ferner 35 die 
durch 3 gehende Normale der Curve G,, und lässt man längs der 


Fig. 18. 
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Curve 6, den Punkt 6 von 4 bis 5 laufen, so liegt derselbe nie- 
mals vertical über oder unter 3 und seine Normale läuft stets 
unter dem Punkte 3 durch. Es kann daher stets eine die Curve 
6, senkrecht schneidende nach unten convexe Extremale 36 
construirt werden, für deren Länge $},,, wenn $},, der gerad- 
linige Abstand 35 ist, die Ungleichung 


Rze > fz; 
gilt, und Qs — 8,; kann beliebig klein werden. Da nun 
offenbar 

Ki; Z Rss, 


so ergiebt sich der Ungleichung (34) zufolge für mindestens eine 
Lage des Punktes 6 
Kij = Rz, 

womit die Weierstrass’sche Construction zunächst für den 
Bogen £, durchgeführt ist. Für den Rest der Curve Q folgt ihre 
Möglichkeit aus $ 38, wenn man in der dort gegebenen Weise 
variirt; denn die Grösse A verschwindet hier nicht mehr, so 
lange die Jacobi’sche Bedingung für die Kettenlinie 02 erfüllt 
ist. Der Fall, dass die Curve Q mit einer zu ©, normalen geraden 
Strecke beginnt, kann ebenso leicht wie oben bei der Aufgabe IX 
erledigt werden. 


§ 40. 


Die folgende Entwickelung gilt, gleichviel ob die Extre- 
malen des Feldes einen festen Punkt 0 gemein haben, oder eine 
feste Curve 6, in dem veränderlichen Punkte O0 transversal 
schneiden. 

Bewegt man sich längs des Bogens © von dem auf ihm lie- 
genden Punkte 0 aus, so möge die Grösse A zum ersten Male 
verschwinden in einem Punkte 1 und für ein solches Argument 
t = t, dass an der Stelle (ti, a, bo) die Functionen &, n, œ re- 
gulär sind und die Grössen ér n, nicht beide verschwinden. Dann 
heisst der Punkt 1 im ersten der oben unterschiedenen Fälle 
zum Punkte 0 conjugirt, im zweiten der extremale Brenn- 
punkt der Curve ©, für die vorliegende Aufgabe, und man hat 
die charakteristische Eigenschaft 


(35) A (ti; Ao; bo) == 0. 
Die in § 36 an die Gleichungen (10), (11) geknüpfte Entwicke- 
lung giebt dann Anleitung, eine Curve 01 herzustellen, längs 
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deren die Weierstrass’sche Construction möglich ist, die 
Grösse 8 aber überall verschwindet, so dass sich die Gleichungen 


(36) Jai = Sn K, = Ko: 
ergeben, und damit das Extremum aufhört. Zu diesem Zwecke 
werde zunächst ¢ als Function von a und b durch die Gleichung 


(37) a (t, a,b) = 0 
definirt; nehmen wir an, es sei 

I (ti, ao bo) Z 0, 
so ergiebt sich mit Rücksicht auf die Gleichung (35) für t ein 


Ausdruck 
t == ti + [a — w, b — bo]; 
Wir setzen ferner die Differentialgleichung 


&dt + žada + db mdt + nada + mdb Aae; 
& Nt 
oder i 
(38) (éra — anı) da + (Ermo — Eon) db = 0 
an, und substituiren für t den erhaltenen Ausdruck; dann sind 
die Factoren von da und db Potenzreihen der Argumente a — a, 
b—b,, welche für a — a,, b = b, nicht beide verschwinden, wenn 
wir die Voraussetzung einführen, dass die Determinanten zweiter 
Ordnung in der Matrix 
(39) E Ea & 
N: Na Mo 
für das Werthsystem t = t, a = 4a, db = bo nicht sämmtlich 
verschwinden. Hätten nämlich jene beiden Factoren den Werth 
Null, so würde dasselbe für die dritte Determinante der Matrix 
folgen, da & und n: nicht beide verschwinden. Die Gleichung 
(38) ergiebt also, wenn «a, und b, zusammengehörige Werthe sein 
sollen, eine Beziehung von einer der Formen 
b — b = [a — a, a — a = [b — bo]; 
Gilt z. B. die erste Gleichung, und substituirt man die erhaltenen 
Werthe von b und ¢ in die Gleichungen 
(40) x = $ (t, a, b), y = n (t, a, b), 
so erscheinen æ und y in der Form von Ausdrücken [a — au] , 
und man hat für a = a, speciell 
= I, =Y. 
Die Gleichungen (40) stellen also eine den Punkt 1 enthaltende 
Curve & dar, welche in der Nähe dieses Punktes, abgesehen von 
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ihm selbst, regulär ist. Sollte der Punkt 1 ein Rückkehrpunkt 
sein, so hätte man für ihn die Gleichungen 
Edt + &da+&bdb—=0, dt + nda + mdb = 0; 
da nun die Gleichung 
A,dt + Ada + Adb = 0 


gilt und eine der Grössen R und von Null verschieden ist, 
so würde folgen 

Ò (8, N» I) a 
ÉN o (a,b) 


Besteht also diese Gleichung für t — t, a = @p b = b, nicht, 
so hat die Curve & im Punkte 1 keinen Rückkehrpunkt. 
Aus der Gleichung (38) folgt nun, da & und y: nicht zu- 
gleich verschwinden, dass man setzen kann: 
(42) &dt + Eada + sdb = märdt, 
ndt + nada + mdb = mn.dt; 
die Curve & wird also in jedem Punkte von der zu demselben 
Werthsystem (a, b) gehörigen Extremale (40) berührt, und ist die 
Enveloppe einer gewissen einfach unendlichen Schar dieser Curven. 
Aus den Gleichungen (42) ergiebt sich auf Grund der Gleichung 
(37) und der betreffs des Systemes (39) eingeführten Voraussetzung 
ordt + voada + odb = mw.dt, 
oder, da offenbar 
0 = G (&, N, Eu ne) 
gesetzt werden kann, 


odt + vada + mdb = mG (é, N, n n) dt. 

Wenn nun mdt positiv ist, so kann man hieraus wegen der 
Homogeneität der Function @ und der Gleichungen (42) schliessen 
odt +- oada + odb 
= G (4, n, &dt + fada + &db, ndt + nada + mdb). 


Die Differentiale dt, da, db beziehen sich alle auf den Fortgang 
längs der Curve &; bezeichnet man im Uebrigen die diesem 
Fortgang entsprechenden Incremente durch D, so kann man die 
letzte und die Gleichungen (42) schreiben 


Dz=m&di, Dy=myndi, Da=G(& n, Da, Dy). 
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Somit folgt, wenn das ungestrichene Integralzeichen K auf die 
Curve & bezogen wird und 3 ein Punkt derselben ist (Fig. 19), 
Fig. 19. aus der Gleichung 
DRK, =—G(&y, Dz, Dy) 
für mdt > 0 das Resultat 
Do 7 DK;, 
=D (Kos + Ka) = 0, 
wobei das gestrichene K sich auf diejenige 
Extremale 03 bezieht, welche durch das 
zum Punkte 3 gehörige Werthsystem (a, b) 
definirt wird. Diese Extremalen liefern also 
für die Curve & die Weierstrass’sche Construction, und die 
(Grösse 
& (£, Y, 2%, y, Dz, Dy) = 6 (2, Y, Ei N Dr, Dy) 
verschwindet dabei in ordentlicher Weise, wenn mdt positiv ist. 
Um hieraus die Gleichungen (36) erschliessen zu können, muss 
das Zeichen D den Fortgang auf der Curve & in der Richtung 
zum Punkte 1 hin bedeuten. Diese Richtung kann mit der Rich- 
tung wachsender t auf der im Punkte 3 berührenden Extremale 
übereinstimmen oder nicht. Letzterer Fall wird dann immer 
eintreten, wenn die Curve & im Punkte 1 einen Rückkehrpunkt 
hat, von welchem beide Zweige der Curve in der Richtung der 
mit wachsendem ¢ durchlaufenen Curve © ausgehen; haben die 
beiden Zweige die entgegengesetzte Richtung oder ist gar kein 
Rückkehrpunkt vorhanden, so stimmt in mindestens einer der 
beiden Hälften, in welche die Curve © in der Umgebung des 
Punktes 1 durch diesen zerlegt wird, die Richtung der Curve & 
nach dem Punkte 1 hin überein mit der Richtung wachsender 
Werthe von ¢ auf der Extremalen 03; diese Hälfte werde durch 
©, bezeichnet. Letztere Richtung wird durch das Werthepaar 
L = Ën Y =n 
definirt; aut der Hälfte ©, unterscheiden sich also Dx von & 
und Dy von y um einen positiven Factor, so dass mdt positiv 
ist, und demnach die bezeichnete Grösse 6 verschwindet. Ein solcher 
Bogen €, ist also jedenfalls dann vorhanden, wenn die Gleichung 
(41) nicht gilt und damit ein Rückkehrpunkt ausgeschlossen ist. 
Es sei nun 3 irgend ein beliebig nahe bei 1 liegender Punkt 
des Bogens &,; dann bildet die oben construirte Extremale 03 


(43) 
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mit dem Bogen 31 der Curve &, einen zusammenhängenden 
Linienzug mit stetig veränderlicher Tangente, welcher beliebig 
wenig von dem der Curve © angehörigen Bogen 01 abweicht, 
und zwar so, dass in benachbarten Punkten beider Linienzüge 
auch die Tangenten nur wenig verschieden sind. Dabei hat man 
die Gleichung 
d (Jos 7 J31) =6 (x, Y, X, Ui Dx, Dy) m 0; 
denn die Ausdrücke für die partiellen Differentialquotienten von 
Jas und J,,, welche oben abgeleitet sind, bleiben auch in der Um- 
gebung der Stelle (t, ao, bo) gültig, weil die bezeichneten Inte- 
grale auch hier reguläre Functionen von t, a,b sind. Aus der 
erhaltenen und der für die Weierstrass’sche Construction 
charakteristischen Gleichung (43) folgt 
Js + J1 = hn Kst Ki = Ki 

Der Bogen 01 der Curve & liefert also nicht mehr ein Extre- 
mum des Integrals J im Vergleich zu allen Curven, welche den- 
selben Werth des Integrals X ergeben; vielmehr hört, wegen der 
angegebenen Eigenschaften des Linienzuges 031, schon das 
schwache Extremum im Punkte 1 auf. 


Beispiel. Aufgabe IX werde in folgender Weise specia- 
lisirtt. Von einem gegebenen Punkte des einen Schenkels eines 
Winkels auf der convexen Seite nach dem anderen Schenkel 
eine Linie gegebener Länge zu ziehen, welche mit den Schenkeln 
eine grösstmögliche Fläche umschliesst. 

Der zweite Schenkel sei die Linie y — 0; die extrem zu 
machende Fläche unterscheidet sich von dem Integral [yarat 
nur um die constante Dreiecksfläche, welche das vom gegebenen 
Punkte auf den zweiten Schenkel gefällte Loth von dem Winkel 
abschneidet. Die Extremalen, welche die Linie y — 0 trans- 
versal schneiden, stehen auf ihr ($ 34) senkrecht und sind Kreise, 
können daher durch die Gleichungen 
(44) x =a-t beost, y=— bsint 
dargestellt werden; für den Punkt O ist immer t — 0, so dass 

Ko = 0 (6 ab) = dt. 
Es ergiebt sich hieraus 
— bsint bcost b 
Ae 1 0 0 | = b (sint — tcost); 
cost sint t 
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der extremale Brennpunkt der Geraden y — 0 auf jedem zu ihr 
orthogonalen Kreise ist also durch die kleinste Wurzel der 
Gleichung 

tgt ze 
definirt, welche durch t, bezeichnet werde und annähernd den 
Werth 


hat, d. h. dem Winkel 2574° entspricht. Die Gleichung (38), 
welche den die Curve & definirenden Zusammenhang liefert, 
wird einfach 


bdb + bosthda—=0, db + costhda— 0. 


Eine solche Beziehung zwischen æ und b sondert aus der 
zweifach unendlichen Schar von Kreisen (44) eine einfach un- 
endliche von solchen aus, welche zwei feste Gerade berühren; 
ist & der concave Winkel derselben, so ist 
In 


sin = = — cos t = cos (ti — T), F na a t = 122°. 


2 


An dieser Schar kann das Aufhören des Extremums mit elemen- 
taren Mitteln zur Evidenz gebracht (Fig. 20) werden. Sind näm- 


Fig. 20. 


lich 1, 3 zwei auf demselben Schenkel des Winkels « liegende 
Punkte und 3 dem Scheitel näher gelegen als 1, sind ferner 
O» O die Schnittpunkte der durch 1, 3 gehenden Kreise der 
Schar mit der Halbirungslinie des Winkels œ, und haben die 
Bögen 10,, 30 den Centriwinkel t,, so sind der Bogen 10, und 
die zusammengesetzte Linie 130 von gleicher Länge; wenn von 
1 auf die Halbirungslinie des Winkels & das Loth 14 gefällt 
wird, so ist die horizontal schraffirte Figur 10,41 und die ver- 
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tical schraffirte 13041 von gleicher Fläche, so dass der Bogen 
10, sicher kein Extremum der Fläche bei vorgeschriebener Bogen- 
länge liefert. Der Bogen ©; ist die gerade Strecke 13. 


8 4l. 


Der Punkt 0 sei auf der Extremale Œ so gewählt, dass &, 
nicht verschwindet; dann kann die Differentialgleichung der Extre- 
malen in der Form 


a m T 


geschrieben werden, und ergiebt für = einen in Bezug auf 


x, y, p regulären Ausdruck, wenn die Ungleichung 


0 
(45) Jop tip | Z0 


besteht. Unter dieser Voraussetzung lehrt dann der allgemeine 
Satz des § 27, dass die Differentialgleichung ein Integral von 
der Form 

(46) y=®(z,ab,A) 


besitzt, welches für a = a. b — bo, A=A, auf die Curve € 
führt, und in der Stelle (Loo, ao, do, 2o) regulär ist, wenn durch 
£əæ die Abscisse des Punktes O0 bezeichnet wird. Nimmt man 
speciell für a und b die Werthe von y und p für £ = Zo so ist 


PD (x, a, b, 2) = a + b (£ — £o) + [£ — 2o], 
und für = = 2. ist 
(47) i E 1 RN Te a 
Wir suchen nun aus der durch die Gleichung (46) gegebenen 
dreifachen Mannigfaltigkeit von Extremalen eine zweifache aus- 
zusondern, welche eine vom Punkte 0 ausgehende reguläre Curve 
Co deren Gleichung 

Yo = Y (20) 

ist, transversal schneiden. Das geschieht, wenn die folgenden 
Gleichungen erfüllt sind : 


M = D (x, ab, 4) — y(&) =; 
I Hu - IDEE 


Kneser, Variationsrechnung. hl 
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dabei sind in der zweiten Gleichung für y und p die Werthe ® 
und ®, einzusetzen. Die linken Seiten dieser Gleichungen sind 
an der Stelle =, = x... a = a; b = b,, A = A,  regulär;- esist 
leicht einzusehen, wann man aus ihnen zwei der Grössen x, a, b, A 
als Functionen der übrigen ausdrücken kann. Bildet man 
nämlich 


o (MN) 
© (To, (an b) 


| — y' (x), ®, z = To 
ƏN oN ƏN ƏN | 


| Ja TP a gao y + ia 


und beachtet, dass offenbar 
= 
— [y'(&) — D] (fr + Ey | 


so erhält man an den Gleichungen (47) für & = Zoo 

o(M,N) _ TE T ® 

Tan rn [y (x) — De]? (for + %9or) 
und dieser Ausdruck ist von Null verschieden an der Stelle 
(Zoo; Qos Dos Au), wenn 

Dr (Zoo Ay bos A) — I’ (To) Z 0, 
d. h. wenn die Curven Œ und 6, einander nicht berühren. Als- 
dann ergeben die Gleichungen (48) für b — bọ und 2, — Zoo 
Ausdrücke von der Form 
[a — (do, À Re A]; 

setzt man ersteren in ® für b — b, ein, so erhält man einen 
Ausdruck 
(49) y = p (2, a, A), 
der in der Stelle (Zoo, ao, 2o) regulär ist und die zweifach un- 
endlich vielen, die Curve ©, transversal schneidenden Extremalen 
definirt. Zieht sich die Curve ©, in den Punkt 0 zusammen, so 
ergiebt sich dasselbe Resultat, d. h. eine Gleichung der durch 
diesen gehenden Extremalen einfach, indem man die Gleichung 


(50) D (Zoo a, 5, A) — Yoo = 0 


nach b auflöst. 
In jedem dieser Fälle ist zwischen a, b, A ein Zusammenhang 


durch eine Gleichung 
(51) 2 (a, b, 2) = 0 
hergestellt, für welche 


3 


= Too 
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(52) Nr (o, bo, A) > 0 
und die linke Seite in der Umgebung der Stelle (a,, bo, Au) re- 
gulär ist. Dabei erhält man offenbar 


u +a =o, +. =o, 
Da (z, a, A) — D, -+ ®, ee pı (x, d, A) = ®, + D, er 
ca oÀ 
und analoge Gleichungen gelten für jede Grösse, welche zuerst 
als Function von a, b, A erscheint, und dann in eine solche von 
a und A allein übergeht. 
Setzt man z. B. 


® (z, a,b, )) = f g (x, D, ®,) dz 
und geht diese Grösse bei der Annahme (51) in œ (x, a, A) über, 
so hat sie für die Extremalen (49), da t = x gesetzt werden 
kann, dieselbe Bedeutung wie früher die Grösse o (t, a, b), und 
man erhält für 4, indem man b durch A ersetzt, folgenden 
Ausdruck: 


ob ob 
h Sn p ZER 
aAA h A) a (po) _ e ER 
a E ln CE: ae 5 ob 
+ R+ıT 
Da, D,, ®, | 
=. gi m=z 
I) 9% 9 i 


Gelingt es zu beweisen, dass diese Determinante nicht identisch 
verschwindet, so ist gezeigt, dass die Extremalen x = 9 (x, a,A) 
wenigstens in der Umgebung des Punktes O ein Feld im Sinne 
des $ 39 bilden. 

Um die zuletzt erhaltene Determinante zu untersuchen, gehen 
wir davon aus, dass «x, als reguläre Function von a, b, A definirt 
ist; man hat daher die Gleichung 


0x, |? "dg 
a ar + | 24% 
-— galt S + (n FE ) Dada 
da E a > ; 


To 
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nebst ähnlichen, in welchen a durch b oder A ersetzt ist. Hier- 
aus folgt 


p — 2 0 9, 9) 

ò (a, b, A) 
D,, ®,, D, 
Ka, Qo, Qa 


To To zo 

wobei die Grössen A, B, C von æ unabhängig sind; denn die 
in den Ausdrücken ©,, ©, ©; vor dem Integralzeichen stehenden 
Glieder, welche von x abhängen, fallen weg, wenn man die erste 
Reihe der Determinante mit gp multiplieirt und von der letzten 
subtrahirt. Wenn nun dieser Ausdruck D identisch verschwände, 
so könnten erstens zugleich die Determinanten zweiter Ordnung 
der Matrix 


Qa Qr Q 
(53) 4 s 7 

A+f-- B+|-- C+ f- 
| To x zo 
identisch verschwinden. Die Differentialquotienten derselben nach 
x sind die Determinanten der Matrix 


Qa, Qr Qı 


d do d ; 
(9 = T) D, Q AE T) D, (9 > ve) D, | 


da nun auf der Curve © als Extremale im Problem des relativen 
Extremums die Grösse 


_ dp 
dx 


nicht verschwindet, so würden auch die Determinanten der 
Matrix 


R = gy 


Qa Qo Au 
D D ® 
verschwinden, z. B. 
(54) Q.D, —— Q, P, = 0, 2,8, re Q, D, == 0. 


Die erste dieser Gleichungen ist aber offenbar unmöglich, da für 
ze a G = y bei, Ah 
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(55) sel, gs tt = 
die zweite deshalb, weil ®, mit der ersten, ®, mit einer höheren 
Potenz von x — Z beginnt; die Grösse ®, kann nicht identisch 


verschwinden, weil sonst der Ausdruck ® von A unabhängig wäre, 
mithin auch der Gleichung 


genügen würde, deren linke Seite ebenso wie R für die Curve 
© von Null verschieden ist. 

Speciell folgt aus dieser Betrachtung, dass keine der Deter- 
minanten 


| SR, Qr 


A+j Ro, dz, B +| Rode |? 


(56) | Ma 8, 


C4] Roda B + | Rodz 


To To 


identisch verschwindet, da ihre Ableitungen die linken Seiten der 
Gleichungen (54) sind, multiplicirt mit der von Null verschiedenen 
Grösse R. Nach einem allgemeinen Satze der Determinanten- 
theorie sind aber in einer verschwindenden Determinante die 
Adjuncten zweier Parallelreihen proportional; wendet man diesen 
Satz auf die erste und dritte Zeile der Determinante D an, so 
ergiebt sich, dass die letzten beiden Determinanten den linken 
Seiten der Gleichungen (54) proportional sind. Da nun weder 
eine dieser vier Grössen identisch verschwindet, noch die Grösse 
R, so ergiebt sich, dass die logarithmischen Ableitungen der 
Grössen (56) nach x gleich sind, die Grössen selbst also in 
der Beziehung 


IR Q, 
A+[Ro.da B + frode 
| EN 2, | | 
TM 04 [Ron B +| Ro de 


www.rcin.org.pl 


166 Vierter Abschnitt. i § 42. 


stehen, wenn durch M eine von x unabhängige, endliche und 
von Null verschiedene Grösse bezeichnet wird. Hieraus folgt 
durch Differentiation mit Rücksicht auf den nicht verschwindenden 
Werth der Grösse R 


Bd, — AD. = M (QDs — Qw D,). 


Setzen wir hier & = Z, So reducirt sich die linke Seite auf — &,, 
die rechte auf Null, da die Relationen (55) gelten. Die Annahme, 
D verschwinde identisch, führt also stets auf einen Wider- 
spruch. i 

Auf Grund der Beziehung zwischen D und 4 ist hiermit 
Folgendes bewiesen. Fügen wir zu den früheren Voraussetzungen 
betreffs der Extremale © die Ungleichung (45) hinzu, so kann 
der im Punkte 0 beginnende Bogen stets mit einem Felde um- 
geben werden, dessen Extremalen entweder alle durch den 
Punkt 0 gehen, oder eine gegebene, von der Curve © im Punkte 0 
transversal geschnittene, nicht berührte reguläre Curve ©, trans- 
versal schneiden. Für einen hinreichend kleinen Extremalen- 
bogen ist also die Jacobi’sche Bedingung des Extremums 
erfüllt, gleichviel ob ein oder beide Endpunkte der gesuchten 
Curve festgehalten werden. 


§ 42. 
Ist der Punkt O fest und wird die Gleichung & — 0 dem- 
gemäss durch die specielle Relation (50) ersetzt, so hat man 
Qa = D, (£o, a, b, A), 
a = ®, (£o, d, b, 2), Qa = D (2 0, b, 2) 


und erhält daher 


6 (8 (2,a,b,2), D (2,,0,b,2), | gl£, D (z,a,b,2),®,(2,a,b,4)|da) 


via AON 


Da nun dieser Ausdruck den Werth 
AD, (£o, da, b, A) 
hat, so verschwindet die Grösse 


a= lp, bbp A Ao 


AlE x) == D 
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wenn die Punkte O0 und (x, y) conjugirt sind. Damit ist das 
von Mayer aufgestellte Kennzeichen der conjugirten Punkte 
abgeleitet. Die analoge Formel von Weierstrass erhält man 
unter der Annahme, dass die Extremalen in der Form 


(57) 3 > E45), var; 
dargestellt sind; dann hat man die Identität 

Y = DCA a GA) 
und die aus ihr folgenden Relationen 
= (ab. HER +9, He. + 

neu, u +8; 

Be A N Y = N N E, 
XD — Xi Yo. =— =), dr = KH — X Y, = 0 (0: 
Gehört daher der Punkt 0 zum Argument t — t,, so ergiebt sich 
| aO UM Ot) 
Oi (to) Oa(to) Os (to) 

| 2K 3K or 
| õa òb oA | 


D X; (t, A, b, A) X; (to, d, b, 2) == 


wobei gesetzt ist 


g t 
K =| gdz = Í G (X, Y, X, Y;) dt. 


to 


Nun hat man, da x, von a, b, A nicht abhängt, die Gleichung 


oK 
oa 


= agp 2 


nebst ähnlichen Formeln, in welchen a durch b und 4 ersetzt ist; 
addirt man also in der Determinante D die ersten Reihen mit 
passenden Factoren multiplicirt zur letzten, so wird diese: 


z r, x d g d 
|o (9 — e) dz, |o Q — e dx, |o; Q — Ge) dx. 


Weiter hat man nach $ 5, wenn 


I 4 A N j 
G (x, Y, T, y') = xg(z; Y, L) 
eingeführt wird, 
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7 d ; a ; 
x (s — T) = =u sm ha y (Gs — G7); 


hieraus folgt 
D, (g, — $B) ds = (Ta — Xa Z) Cr — C) di 
— [Xa (Gs — Ge) + Ya (Gy — Gy)) dt. 


Setzt man daher 
t 
9 (to t) = | dt [Xa (Ga — Ga) + Ya (Gy — Gy) 
to 


und lässt hieraus ©, und ®, entstehen, indem man a durch 
b und A ersetzt, so erhält man die Weierstrass’sche Deter- 


_ minante 
94 Ot) 0) 
D X (t, a, b, 2) X, (to, a, b, 2) T | 0 (to) 02 (to) 0; (to) — D (bo; t). 
(O, (to, t) @2 (fo t) ltd) 


Dabei ist zu beachten, dass D nur definirt ist unter der Voraus- 
setzung, dass in dem Intervall t... t überall y als reguläre 
Function von æ durch die Curve © definirt sei. Die rechte Seite 
dagegen hat für jeden Bogen & Sinn, längs dessen x und y 
reguläre Functionen von ¢ sind und die Grösse H, (x, y, x, y') 
nicht verschwindet; denn ein solcher kann nach $ 27 stets in 
eine Curvenschar, wie sie durch die Gleichungen (57) dargestellt 
wird, eingebettet werden. 

Wenn D (t, t) nicht identisch verchwindet, so ist mindestens 
eine der Grössen 9, (to), Oə (to), Os (to) von Null verschieden. Es 
sei dies z. B. die letzte; dann können {, und A aus den 
Gleichungen 


£ = X (tv a, b, å), Yo = Y (to, a, b, A) 
als reguläre Functionen von a und b ausgerechnet werden; 
substituirt man dieselben, so erhält man 


KSE E a o EE e a b). 
Dann gelten folgende Gleichungen: 
Ben 


04 to Ale. 
2+- 8 + X ae =, 
Rn _y% nnl 
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04 É oA 
& = X, N = Yı, Xa + X, a Y, + fizz = Na 


O4 04 
X, + X, ST == &, Y, + a N- 
Aus den ersten vier Gleichungen folgt leicht 
ðA ; oA 

0 (to) + b; (to) Ei = la (to) + 0 (to) 2b = 
aus den letzten vier 

' OE? oA y 
O (t) + lz (t) da =T Ma T EN u (t) + 0; (t) Fg = Eo — Stt 
und die Definition der Grössen © ergiebt 


A Fi > i l . 
9, (to, t) F =- 9; (to, t) T dt (Ga A G) 7 +(G,— Gyi) Na! = Á, 


to 


o; (to t) +0, an= jae. — 2) + (Gy m) = 
Addirt man daher in der Determinante D (t,, t) die dritte Ver- 
ticalreihe mit 94: ða und 0A : ðb multiplicirt zur ersten und 
zweiten, so erhält man 


D (to t) — — Í; (to) Et Na a Eat EM fr EN 


Da nun nach § 35 

du = Go Ea — Gy Na + 4, 9, = Gx & u Gyno — B: 

= 640: a nt Gy; 
so folgt endlich 

we 0(6&5n90®) _ 
Di t) = — b; (to) aR — l; (to) 4. 
Unter der eingeführten Voraussetzung verschwinden also 4 und 
D (tọ, t) nur gleichzeitig, und die Gleichung 
De -= 

ist, sobald ihre linke Seite nicht identisch verschwindet, eine 
hinreichende und nothwendige Bedingung dafür, dass zu den 
Argumenten fọ und ¢ conjugirte Punkte gehören. Ist daher 
die Grösse D (tə, t), abgesehen vom Punkte O selbst, auf einem 
Bogen 02 überall von Null verschieden, so ergiebt sich ein Extre- 
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mum der gesuchten Art für jeden Bogen 12, dessen Anfangs- 
punkt von 0 beliebig wenig verschieden ist. 

Hieraus folgt auf Grund der am Schluss des § 31 durch- 
geführten Betrachtung, dass für den Bogen 12 bei festen 
Endpunkten die Jacobi’sche Bedingung des Extremums im 
Allgemeinen auch folgendermaassen formulirt werden kann: die 
Gleichung 

D(t, = 0 
besitzt auf der Strecke 12 keine Wurzel ausser t — t,; jene 
Betrachtung lässt sich nämlich ohne jede Abänderung auf die 
jetzt durch D(t,, t) bezeichnete Grösse anwenden, sobald die 
Ungleichung 


ð D (tos t) t=to 
et =D 
besteht. Auch wenn die Grössen 
oD (ta, t) |= 
d: (to) == au 
für a = 1, 2,... n identisch verschwinden, d„+1(f,) aber von 


Null verschieden ist, braucht die Argumentation des § 31 nur 
insofern modificirt zu werden, als die Grösse d„+,(t,) an Stelle 
von fı (to) tritt. Nur wenn d„+1(f,) nicht identisch verschwindet, 
d„+1(t,) aber den Werth Null hat, wird es zweifelhaft, ob die 
ceitirte Betrachtung anzuwenden ist. 
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Fünfter Abschnitt. 


Discontinuirliche Lösungen. 


§ 43. 


Die Entwickelungen der vorhergehenden Abschnitte geben 
nicht immer eine Lösung der ursprünglichen Extremumsaufgabe, 
zwischen zwei gegebenen Punkten eine Curve zu ziehen, welche 
ein absolutes oder relatives Extremum des Integrals J liefert. 
Es wurde nur gezeigt, dass die gesuchte Curve, wenn sie gewisse 
Stetigkeitseigenschaften haben soll, nichts anderes sein kann, als 
ein reguläres Stück einer Extremale; sodann wurden Bedingungen 
des Extremums abgeleitet unter der Voraussetzung, dass die 
beiden gegebenen Endpunkte der gesuchten Curve schon durch 
einen von Singularitäten freien Bogen einer Extremale verbunden 
seien. Ist diese Voraussetzung nicht erfüllt, was schon bei ein- 
fachen Aufgaben vorkommt, so kann das gesuchte Extremum 
von einer Curve mit den vorausgesetzten Stetigkeitseigenschaften 
nicht geliefert werden, und so kommt man zu der Frage, ob 
nicht eine mit Singularitäten, z. B. Ecken behaftete Curve die 
vorgelegte Aufgabe löst. Gelingt es, diese Frage zu beantworten, 
indem man bestimmte Gattungen von Singularitäten zulässt, so 
hat man zwar auch noch keine unfehlbare Methode zur Bestim- 
mung des gesuchten Extremums, aber der Kreis der Fälle, in 
denen die Aufgabe gelöst werden kann, erweitert sich. 

Speciell fragen wir, wann das Integral 


J= | Fat 


zu einem absoluten Extremum gemacht wird durch eine Curve, 
welche aus einer endlichen Anzahl in Ecken zusammenstossender 
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Stücke besteht, deren jedes die früher für die ganze Curve ge- 
forderten Eigenschaften besitzt; d. h. längs jedes Stückes seien 
x und y stetige, mit stetigen ersten und zweiten Ableitungen 
versehene Functionen eines Parameters t. Für jedes einzelne 
dieser Stücke bleiben die Betrachtungen des zweiten Abschnitts 
gültig, da man die Ecken ungeändert lassen und die Variation 
auf das Innere der Stücke beschränken kann; jedes von ihnen 
muss daher ein Bogen einer Extremale sein. Auf den in der 
Ecke 1 zusammenstossenden Bögen seien 


Fig. 21. 
| die Punkte 0 und 2 so nahe der Ecke an- 
genommen, -dass die Bögen 01 und 12 kein 
\ Paar conjugirter Punkte enthalten (Fig. 21). 


5 Dann können die Punkte O und 2 mit 
jedem von 1 hinreichend wenig entfernten 
R d Punkte 3 durch Extremalen 03 und 32 
verbunden werden, und diese können nach § 2 als Variation 
der Bögen 01 und 12 betrachtet werden. Die gebrochene 
Linie 012 als Theil der gesuchten Curve kann daher, indem 
die Variationsformeln des $ 2 für jeden der Theile 01 und 02 
gültig bleiben, durch 032 ersetzt werden. Setzt man nun 
z, =. — m yı=Y%— Yı 
und versieht das Symbol irgend einer Grösse mit dem Zeichen 
—, +, je nachdem dieselbe für den Bogen 01 in der Richtung 
über 1 hinaus, oder für den Bogen 12 in der Richtung nach 2 
hin gebildet werden soll, so hat man die Formeln 


Ahı = F7 òs + F,öy|' + [dad], 
AT, = — F} òs — F? öy | + [öz,, òy] 


F, = Fy (z, Y, wA y.), f i — By (&; Y, X; y ); ea 


2 


also wenn man addirt, 
AJ oi = (Fy — F,) òx + (E Ti F,) òy j + [ðr òy], 
Diese Grösse muss ein constantes Vorzeichen haben, wenn 
die Curve, welcher der Linienzug 012 angehört, ein Extremum 
des Integrals J ergeben soll. Ist daher der Eckpunkt 3 in der 
Nähe der Lage 1 frei verfügbar, die Grössen xı, ôy, also von 
einander unabhängig, so müssen (§ 7) die Coefficienten der 
linearen Glieder verschwinden, und man erhält den Satz von 
Erdmann 
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(1) F,=EH, FR=F,. 
Wenn dagegen der Eckpunkt von vornherein an die Curve 
(2) h (2u, yı) = 0 


gebunden ist, so dass die Gleichung 
0 = ha (21, yı) ÒL, + hy (2, Y1) ÖY + Be òy], 
besteht, so kann 4J,,, nach § 7 nur dann ein unabänderliches 
Vorzeichen haben, wenn 
PIESE AAT ER 15 
h. (21, Yı) hy (a1, Yı) 
d. h. wenn bei einer unendlich kleinen Verschiebung des Punktes 
1 auf der Curve (2) die Gleichung 


(3) F; dx, +F; ôy = F} dx, +F; ôy 
gilt. 


= 0, 


Bezeichnet man die Strecke 13 durch ôs, und nimmt an, 
dass ¢ auf jeder der Extremalen 01 und 12 den Bogen bedeute, 
der immer in der Richtung von O0 über 1 nach 2 hin wachse, so 
kann man drei Winkel 6, 0}, 0— einführen, welche folgenden 
Gleichungen genügen 

öx, — 0S cds d, Ou — OSSM 6, 

æ_ = cosh, y— = sinb, sy = 00804, y+ = sin b4. 


Man definire ferner die Grössen u, v durch die Gleichungen 


(4) Òr, = 24 U + rv, y = yu + y_0; 
dann ergiebt sich leicht 

PEI Òs sin (6 — b-—) Zu Òs sin (6 — 0+) 

sin (0+ — 0-)’ sin (d_ — 0+) 


und diese Grössen sind den Lothen proportional, welche vom 
Punkte 3 auf die Extremalen 01 und 12 gefällt werden können. 
Dabei ergeben die Gleichungen (4) 


(F, — F, Joa + (F, —#, r) òn 
=u (w a +y,F, a F E +y E, = F7) 
=W (2i; Yı, wi Y— Eyi y+) u; 8 (2, Yi» e Y+, 2 y_), 


und dieser Ausdruck muss nach dem Obigen bei jeder erlaubten 
Verschiebung des Eckpunktes verschwinden. 
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Erstes Beispiel. Das Princip der kleinsten Action in der 
Euler-Jacobi’schen Form bei der Centralbewegung eines 
freien Punktes in der Ebene. Die Abstossung sei z. B. der Ent- 
fernung proportional; setzt man 


Mei Ya? a je) 
so ist das Potential cr und das bezeichnete Princip sagt aus, 
dass die Bahncurven das Integral 


f Ver + h ydr? + dy? 
zum Minimum machen, wobei h die Constante der lebendigen 
Kraft bedeutet. Nimmt man speciell A — O an, so sind unter 
den hierdurch definirten Bahncurven die vom Kraftcentrum aus- 
gehenden Radien enthalten, längs deren der bewegte Punkt sich 
dem Centrum asymptotisch annähern kann, und man hat zu 
setzen 


F = Yæ? 4 y? yr? 4 y 
Die Gleichungen (1) ergeben, wenn r von Null verschieden ist, 
das Resultat 


’ t , 


Ba A TE = ige. BA re 
re Ver el F 
d. h. die Richtungen +, — fallen zusammen. Eine Ecke kann 


also nur im Kraftcentrum (r — 0) auftreten. Für irgend zwei 
von ihm ausgehende Radien sind die Gleichungen (1) erfüllt. 
Da nun die Radien die einzigen Bahncurven sind, welche bei 
der Voraussetzung h — 0 durch das Kraftcentrum gehen, so 
kann eine gebrochene Linie nur dann ein Extremum liefern, 
wenn sie aus zwei im Centrum zusammenstossenden geraden 
Stücken besteht. 

Aehnliche Betrachtungen kann man anstellen, wenn die 
Kraft einer beliebigen Potenz der Entfernung proportional ist; 
man hat dann das Integral 


| @ + y)" Yan’ + dy? 


zu einem Minimum zu machen. 


Zweites Beispiel. Aufgabe VII ($ 11). Die kürzeste 
Linie auf der Fläche, deren Bogenelement durch die Formel 


ds? = Edx? + 2Fdxdy + Gdy? 
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gegeben wird, kann nirgends eine frei verfügbare Ecke auf- 
weisen, so lange EG — F°? von Null verschieden ist. Denn die 
Gleichungen (1) würden erfordern 


et, 
tee ee. 


woraus bei der angegebenen Voraussetzung folgen würde 


.-@,-@).-@),-0 

ds)_ ASYE NE AT 

Wohl aber kann eine Ecke auftreten, wenn verlangt wird, die 
Punkte 0 und 2 durch die kürzeste Linie zu verbinden, welche 
mit einer gegebenen Curve einen nicht vorgeschriebenen Punkt 


l gemein hat. Bezeichnet D den Zuwachs beim Fortgang längs 
dieser Curve, Ds das Bogenelement derselben, so muss die Grösse 


[EG + r (E) Joe + [F GE) + e G) Po 
der Gleichung (3) zufolge ihren Werth behalten, wenn man das 
Suffix — durch — ersetzt. Sind ds;, ds— die Elemente der 


geodätischen Curven 01, 12, so ist jene Grösse Ds cos (Ds, ds_); 
man erhält somit als Bedingung des Extremums 

cos (Ds, ds_) — cos (Ds, dsi) 
Die durch die Vorzeichen —, — bezeichneten Richtungen der 
geodätischen Linien liegen also symmetrisch zur Richtung der 
gegebenen Curve, die beiden Bögen 01, 12 also auf derselben 
Seite dieser Curve und bilden gleiche spitze Winkel mit ihr. 


8 44. 


In der Argumentation des $ 8 ist es wesentlich, dass der 
Grösse & positive und negative Werthe beigelegt werden, die 
gesuchte Curve also mit variirten Curven verglichen wird, welche 
sowohl nach der einen wie nach der anderen Seite hin von ihr 
abweichen. Dies- ist ausgeschlossen, wenn, wie wir jetzt an- 
nehmen wollen, die verglichenen Curven auf ein bestimmtes, 
durch Schranken umgrenztes Gebiet © beschränkt werden, und 
die untersuchte Curve theilweise mit einer Schranke zusammen- 
fällt; dann gilt die citirte Argumentation nicht mehr, und die 
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gesuchte Curve braucht nicht überall der Differentialgleichung 
der Extremalen zu genügen. Es muss daher besonders unter- 
sucht werden, wann eine Linie, die zum Theil aus Extremalen- 
bögen besteht, zum Theil mit Schranken zusammenfällt, das Inte- 
gral J zu einem Extremum machen kann. Dass die mit der 
Schranke nicht zusammenfallenden Theile Bögen von Extremalen 
sein müssen, folgt offenbar aus der Erwägung, welche in $ 43 
zeigte, dass die gesuchte Curve zwischen den Ecken aus Bögen 
von Extremalen besteht. 
Eine Extremale treffe (Fig. 22) die Schranke im Punkte 1; 
auf ersterer sei der Punkt 0 so wenig von 1 entfernt, dass der 
Fig. 22. Bogen 01 mit einem Felde umgeben werden 
kann, dessen Extremalen durch den Punkt 
0 gehen. Diesem Felde gehören auch die 
in der Nachbarschaft des Punktes 1 lie- 
genden Theile der Schranke an, etwa bis 
zum Punkte 2 hin, und die gebrochene 
Linie 012 sei ein Theil der combinirten 
Curve, welche auf das Eintreten des Ex- 
tremums hin untersucht werden soll. Dann 
kann für den dem Felde angehörigen Bogen 
der Schranke alles benutzt werden, was in 
§ 20 für die Curve Q bewiesen wurde; 
sind x und y längs der Schranke Functionen p(r) im Sinne 
des $ 17, wächst t in der Richtung 12, und passirt der Punkt 3 
längs der Schranke laufend die.Lage 1, so hat man 
en J32) & (z, Y, X, y, 5 ay 13 
wobei sich die Grössen z’, y’ auf die in der Richtung von 0 nach 
1 hin durchlaufene Extremale 01 beziehen. Wenn daher diese 
Grösse 8 von Null verschieden ist, kann die Summe Jos + Jz o 
bei beliebig kleiner Entfernung der Punkte 1 und 3 sowohl grösser 
wie kleiner werden, als Jo, + Jia, und letztere Grösse bildet 
sicher kein Extremum des Integrals J. Soll dieses durch den 
Linienzug 012 geliefert werden, so muss also die Gleichung 
1 
& (z, Y 2 Y — =) = 0 
bestehen, d. h. entweder müssen Extremale und Schranke sich 
berühren, und zwar so, dass die Fortgangsrichtung 012 im 


’ 
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Punkte 1 sich stetig ändert, oder die Grösse & muss in ausser- 
ordentlicher Weise verschwinden. 

Eine weitere nothwendige Bedingung des Extremums erhält 
man, wenn man ein der gesuchten Curve angehöriges Stück 34 
der Schranke variirt, und zwar so, dass die Endpunkte fest- 
gehalten werden und die Variationen der Coordinaten dieselben 
Eigenschaften haben wie in § 2. Setzt man dann 

nn eg Ba EN 5 
y £ 


so ergiebt sich 
dtS M(y'ðx — x'ðy) dt, 
P SEER N. +Í [ò x, öy, dx’, öy], dt. 
Dabei muss jeder Punkt (x + òx, y + ôy) dem Gebiet © an- 
gehören, an welches die gesuchte Curve gebunden ist. Bezeichnet 
man durch n die nach dem Inneren von & weisende Normale 
der Schranke, durch & eine positive Constante, so werden die 
ausgesprochenen Forderungen erfüllt durch die Annahme 
Òx — ecos (nx) (t — t)? (t — t)’, 
Òy — ecos (ny) (t — t)? (t — t)’, 


und man erhält 


J= ef [y' cos (nx) — x cos(ny)] M (t — t,)3 (t — t)? dt, 
` Ph ET EE 


Soll daher 4J ein festes Vorzeichen besitzen, so muss dasselbe 
von dem Integral ðJ : € gelten, wenn es nicht verschwindet; da 
nun die Punkte 3 und 4 einander beliebig genähert werden 
können, so muss die Grösse 


[y' cos(nx) — x’ cos (ny)) M, 
wenn sie nicht verschwindet, das von 4J verlangte. Vorzeichen 


haben, d. h. im Falle des Maximums negativ, des Minimums 
positiv sein. Nun ist die Determinante 


cos(nx) cos(ny) 
dx dy 


positiv oder negativ, je nachdem die Richtung n zu der des 
Elements (dx, dy), d. h. zur Integrationsrichtung ebenso oder 


Kneser, Variationsrechnung. 12 
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entgegengesetzt liegt wie die +x-Axe zur —+y-Axe oder, was 
dasselbe bedeutet, je nachdem das Gebiet © im negativen oder 
positiven Sinne bei der Integration umlaufen wird. Im ersten 
Falle folgt also, wenn ein Maximum eintreten soll, 

Ms, 
wenn ein Minimum gesucht wird, 

M>0; 
im zweiten Falle vertauschen diese Ungleichungen ihre Bedeutung. 


Erstes Beispiel. Zwischen zwei Punkten der Ebene die 
kürzeste Linie zu ziehen, welche die Schranken eines gegebenen 
Gebietes © nicht überschreitet. 

Die Aufgabe bietet nur dann Interesse, wenn die gerade 
Verbindung der beiden Punkte die Schranke schneidet, dann ist 
sie nicht mehr die gesuchte kürzeste Verbindung, und man muss 
Combinationen aus geraden Strecken und Theilen der Schranke 


in Betracht ziehen. Da nun 
1 


ae 1.4 yY 
F — fx! 2 y'?2 M = — —— | ~ 
| == Yy 3 x dt y PE ma y'? 3 
so kann & nicht in ausserordentlicher Weise verschwinden, 
die geraden Strecken müssen also die Schranke berühren, wo 
sie mit ihr zusammenstossen. Bezeichnet man ferner durch ds 
ein Element der Schranke in der Richtung der Integration, so 


hat man BEN 
1 decos(ds, y 
DAR x s 

Ist daher x’ > 0, die Orientirung der Coordinatenaxen wie ge- 
wöhnlich, und tritt der erste der obigen Fälle ein, d. h. liegt 
das Gebiet & zur Rechten einer in der Richtung ds fortschrei- 
tenden Person, so muss cos (ds, y) zunehmen, damit ein Minimum 
möglich sei, d. h. der Winkel (ds, y) nimmt ab, ds dreht sich im 
positiven Sinne nach links hin, und nach derselben Seite hin 
liegt die concave Seite der Schranke; diese muss also nach dem 
Inneren des umschränkten Gebietes hin convex sein, soweit 
sie einen Theil einer kürzesten Verbindung bildet. Dasselbe 
ergiebt sich bei den anderen möglichen Orientirungen der Figur. 

Ebenso findet man leicht für eine Fläche, deren Linien- 
element in isometrischen Coordinaten dargestellt ist, mittelst des 
in & 34 benutzten Ausdrucks der geodätischen Krümmung, dass 
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eine Schranke, wo sie einer kürzesten Verbindung angehört, ihre 
geodätisch-convexe Seite dem Inneren des umschränkten Gebietes 
zuwenden muss, d. h. die Projection des Krümmungsradius der 
Schranke auf die Tangentialebene der Fläche weist nach der 
Aussenseite des Gebietes. 


Zweites Beispiel. Bei der Aufgabe II ($ 9) ist es offenbar 
sachgemäss, die verlangte Curve nur im Gebiete y > 0 zu suchen, 
und die Rotationsaxe y — 0 als Schranke anzusehen; letztere 
wird im Allgemeinen von den Extremalen nicht geschnitten. Da 
man aber setzt TA 

F=yyaty®, 
so werden die Gleichungen der Extremalen 


| ee yy 
nj th / 12 12 ( R Yy N pn 
=0, Fy — Fy= ysy dt Pr | mj 8 


FR RR TER 
dt Ye? y'2 
durch die Annahme 
wet 

erfüllt, so dass auch die Geraden x — const. als Extremalen an- 
zusehen sind. Auf der y-Axe verschwindet die Grösse 8 bei 
beliebiger Richtung der sie bestimmenden Bogenelemente, also 
in ausserordentlicher Weise, da sie den Factor y hat; ferner gilt 
für y = 0, x’ > 0 die Gleichung 


> Hr ; 
(5) M=— > (F, — MW)=-1. 


Integrirt man nun längs der x-Axe in der Richtung wachsender 

x, so wird das Gebiet & im positiven Sinne umkreist, und der 

zweite der unterschiedenen Fälle Fig. 23. 

tritt ein; die auf M bezügliche Be- 

dingung des Minimums ist also er- 

füllt. Man kann daher als discon- 

tinuirliche Lösung der Aufgabe die 

gebrochene Linie betrachten, welche 

aus einem Stück der Rotationsaxe y-e? 

und zwei in seinen Endpunkten er- 

richteten positiven Ördinaten von y- 

beliebiger Länge besteht, d. h. für diesen Linienzug sind die 

betrachteten nothwendigen Bedingungen des Minimums erfüllt. 

Zwei Punkte der Halbebene y > 0 können immer durch eine 

gebrochene Linie von der angegebenen Beschaffenheit verbunden 
Tat 


+x 
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werden, keineswegs aber immer durch einen Bogen einer Extre- 
male; daraus ist ersichtlich, dass die Lösung der Extremums- 
aufgabe durch die Einführung der gebrochenen Linie gefördert 
wird. 

Führt man als Schranke eine Gerade y — c? ein (Fig. 23, 
S. 179), und ist y — ce? für die gegebenen Punkte positiv, so 
gilt für die in der Richtung wachsender æ durchlaufene Schranke 
die Gleichung (5), während die Grösse E nur in ordentlicher 
Weise verschwinden kann. Die gesuchte Linie muss sich also 
jetzt zusammensetzen aus Stücken der Geraden y = c? und 
sie berührenden Bögen von Kettenlinien, welche nicht in die 
Geraden & = const. degenerirt sind. 


§ 45. 
Es sei, wie im vierten Abschnitt, das Integral 
J = | Fat 
bei vorgeschriebenem Werth des Integrals 
K=|@di 
zu einem Extremum zu machen. Längs einer durch den Punkt 


1 gehenden Extremale Œ sei in der Umgebung desselben y als 
reguläre Function von x darstellbar und die Grösse 
Fyy + å Gyy = 2'2? H, 
von Null verschieden; dann ist nach § 27 die Gesammtheit aller 
Extremalen in der Umgebung des Punktes 1 und der Curve & 
in der Form 
y=®P(aab,A) 

darstellbar und die Function ® ist in der Umgebung des durch 
die Curve © definirten Werthsystemes (x, a°, 5°, 40) regulär. 
Speciell betrachten wir alle Extremalen, welche durch 1 und 
noch einen der Curve Œ angehörigen Punkt 0 gehen, so dass die 
Gleichungen 


(6) Yı = D (z1, a, b, å), Yo = P (x, a, b, A) 
die Grössen a und b als Functionen von A definiren, sobald die 
Determinante 


40 0 0 0 0 0 
P (x, 2 a’, b9, 4°) == Da (Mi nr b 2 4 ), D, (2, a’, b ’ 4 ) 


P, (To al; b9, 10), D, (2o a, b°, 29) 
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von Null verschieden ist. Da man nun offenbar setzen kann 
D (x, a, b, 2) = y +a + b(a — n) + [r a], 


so folgt 
P, (x, a, b, 2) = 1 + [æ iJa %], 


D, (x, a, b, 4) =x — z, + [z — z]; 
jene Determinante erhält also die Form 
1 0 
a e —2al, % -aı + — al, 
und ist von Null verschieden, sobald die Grösse |z; — z| hin- 
reichend klein ist. Alsdann geben die Gleichungen (6) 


d db 
0 = D, (T, 4a, b, A) Ir + ®, (tı, a, b, A) a + D, (1, a, b, A), 


0 = Du (Eo, ©, 4) IC + Dy (£o a b, 4) È + Di (an a, b, A), 


ausserdem hat man offenbar K,, als eine Function von A anzu- 
sehen, für welche die Gleichung 


dEn _ OK, da |, OK, db 
Tasten 


besteht, wenn die partiellen Ableitungen in der N; 
gebildet sind, dass x, und x,, nicht aber y) und y, festgehalten 
werden. Hieraus folgt 


D, (£o, a, b, A), ®, (To, a, b, A), D, (2o, 4, b, A) 
D,(z,, a, b, A), ®,(&,, a, b, A), D;(%ı, a, db, A) 


uay 


RE TAE A 2 
oa ob 04 dA 
oder 
AB) dK, so &ı, 0, b, A). 


re 


Die linke Seite dieser Gleichung ist nach $ 42 von Null 
verschieden, sobald der Abstand der Punkte 0 und 1 hinreichend 
klein geworden ist, und 


(7) Bu Der 7eD 
gesetzt wird; dann ist die Grösse W endlich, und es folgt 


dk, a=a), b=Db0, 1=40 


(8) 027 


Nun ist offenbar 
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dk, af y da Cab 
T = goe np de = fio (tn at a) 
d da db \ 
Fo g(a + Ds 7, T D) dx 
da db z, 
Sga Q A D) 
; dyy da db 
+ | = H) (2. T aa 0 F UF D) dx 
ra d9,\ 4 da db 
= | (a — F2) (2. +95 + D) da 
und ebenso 


rT AN Í df, da, „db A 
TE = |A) (Og t D at mr) de 


yet rl) = 0 


besteht, so ergiebt sich 


(9) A 

und da wir A als von Null verschieden voraussetzen, ist auch die 
linke Seite dieser Gleichung von Null verschieden bei der An- 
nahme (7). Dabei gelten offenbar die Entwickelungen 


Ta = Ta) +0 a) (ir), „+ RM 


Ko: (2) = Koi (20) + (A — 2°) EN [4 — A. 


Diese ganze Betrachtung werde für eine zweite Extremale 6,, 
auf welcher die Punkte 2 und 3 liegen, wiederholt; den zu 
dieser gehörigen Werth von A bezeichnen wir durch A}, setzen 
der Symmetrie halber in den bisherigen Formeln A_ für A, und 
bezeichnen überhaupt durch die angehefteten Zeichen —, —, 
dass sich eine Grösse auf die Curve © oder Œ, beziehen soll; 
man erhält dann die Gleichungen 
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a Sa 0 0 IE; N 
RT E ER re a 
My 


En a= Ea + (a, — A) (TE), Pe 
+ 4 

Jetzt werde angenommen, die Curven & und 6, seien Theile 
eines irgendwie zusammengesetzten Linienzuges, welcher, ohne die 
Stetigkeitseigenschaften der in $ 2 betrachteten Curve B zu 
haben, das Integral J bei vorgeschriebenem Werth von K zum 
Extremum macht. Dann variire man so, dass man die Bögen 
23 und 01 der Curven ©, und & durch andere Extremalenbögen 
mit denselben Endpunkten ersetzt, für welche die bisherigen 
Bezeichnungen gelten mögen. Da das Integral X längs der 
varüirten Linie denselben Werth haben soll, wie längs der ur- 
sprünglichen, so hat man 


Koi (A_) + Ks; (A) op K, (4) = R;; (4) ), 
die Grössen A_, A, sind daher durch folgende Relation verbunden: 
nei: 0 d Koi 0 d K, 
a E, (T koi r ee ( dh, Jake 
0 0- 
ir 
Das Extremum erfordert, dass die Grösse 
Tor (a) + Is Ag) — a AD — Tas (A) 
ein festes Vorzeichen habe. Da dieselbe in der Form 
0 As; ) 0 dJi; 
aa e s s E N 
4 0 0 
+, Fa, a. —Ay 
dargestellt werden kann, so ergiebt der allgemeine Satz des 
§ 7, dass 


dhi dhs | 

ER dA_: ‚di, | 
IR AR 
Eee 


fürA_—=A°, A, = 44. Hieraus folgt nach den Relationen (8), 
(9) und den analogen auf die Curve 23 bezüglichen 

N 
Fre Ber Dr 


0 


0 a al 
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Diese Gleichung drückt den einfachsten Fall des von Mayer 
aufgestellten Gesetzes von der Erhaltung der isoperimetrischen 
Constante aus, welche nach dem erhaltenen Resultat für © und, 
denselben Werth hat. 


Beispiel. Zwischen den Punkten O und 2 eine Linie ge- 
gebener Länge zu ziehen, welche durch den gegebenen Punkt 1 
geht und mit der geraden Strecke 02 eine grösstmögliche Fläche 
umschliesst. 

Hat die gesuchte Curve zwischen 0 und 1, sowie zwischen 
1 und 2 keine Unstetigkeit, so müssen die Bögen 01 und 12 
Extremalen, also Kreise sein, auf Grund der Erwägungen, die in 
$ 43 das entsprechende Resultat ergaben. Nach dem erhaltenen 
Satz besteht die gesuchte Linie nothwendig aus zwei Kreisbögen 
01, 12 von gleichem Radius. Lässt man diesen variiren, so sieht 
man leicht, dass die Gesammtlänge der beiden Bögen innerhalb 
gewisser Grenzen jeden Werth annehmen kann. 


§ 46. 


Die Extremalen © und 6, mögen jetzt den Punkt 1 gemein 
haben; die Punkte 0 und 2 seien so nahe bei dem Punkte 1 
angenommen, dass die durch ersteren gehenden Extremalen jeden 
Theil des Bogens 01, die durch letzteren gehenden jeden Theil 
des Bogens 12 als Feld umgeben; das ist nach $ 41 möglich, 
wenn H, längs der Bögen 01 und 12 nicht verschwindet 
(Fig. 21, S. 172). Stellt man die beiden Felder durch die 
Gleichungssysteme 


x = $ (t, a, b), y = y- (t—, a—, b_), 

M Br (t+, Q+, b+), y—1+ (t+, A+, b+) 
dar, so kann jeder von 1 hinreichend wenig verschiedene Punkt 
3 mit 0 und 2 durch Extremalen der Felder verbunden werden. 


Sieht man den Punkt 3 als in der Nähe der Lage 1 veränder- 
lich an, so erhält man (§ 35) 


— 3 ye 3 
Phos — a | Ea — [12.0.4 — Gy) dt- 
(10) TERN 


+ (62 + Maay) | 
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nebst einer analogen Formel, in welcher a durch b ersetzt ist; 
wenn daher dem Uebergang vom Punkte 1 zu 3 und vom Bogen 
01 zu 03 die Incremente öt_, da_, öb_ entsprechen, so ist 


Kos — Kna = AEn = 6582 + Gzöy | 
+ A_da_ + B_db_ + [öt_, da_, db], 


wobei gesetzt ist 
(11) dot = (&.8a + &,0b = &öt)_, òy == (N.da -+ mob + nôt) 


A = [lë (Gs — Gu) + Ma (Gy — Gy)) dt- 


und B_ aus A_ entsteht, indem man a durch b ersetzt. Analog 
ergiebt sich 


AR, = — G} òx — Gt òy| 
+ A;da; ag Bôb, + [ötı, dar, öb;],, 
wobei die Grössen Öt;, da;, Òb}, A+, ... für die Extremale 12 die 
analoge Bedeutung haben wie Öt_,... für 01, so dass 


(12) ôx — (aða + 586 &Öt),, OY = (N.da—+ måb + môt). 
Soll nun J bei gegebenem Werthe von K ein Extremum 
werden, so ist die aus den Extremalenbögen 03, 32 bestehende 
gebrochene Linie eine erlaubte Variation der gebrochenen Linie, 
012, sobald man die acht Grössen öx, öy, ða, db., Òt} so be- 
stimmt, dass die Gleichung BSAA EE E 


AK + 4K = 0 
besteht, oder 


erp 2 + 2 + ; ; 
0= (6, — Gt) ös + (G; — Gt ôy 
(ER) AB AB La, TEN, 
-+ [da;, öb,, öt,, da_, òb, öt_],. 


Diese Gleichung in Verbindung mit den unter (11) und (12) an- 
geführten kann dazu dienen, fünf der acht Grössen ö durch die 
drei übrigen auszudrücken. Nimmt man für letztere z. B. ôx, 
öy, Òa, so ist die Determinante der in den Grössen Öt_, da_, 
òb, Ôt}, Ôb, linearen Glieder auf den rechten Seiten der be- 
zeichneten fünf Gleichungen 
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ag E- Pe! 0 ı| Ve. EAN ER 
BR SSE le a a o 
Qi ee Ber 
( 4) N; N. N, 5 T | E: E & | Er AR 
a a A a A Me Ma Na 


0 0 0 UM n 


Addirt man in der ersten Determinante rechts die zweite und 
dritte Horizontalreihe, mit G, und @,, multiplicirt, zur ersten, 
und bedenkt, dass die Ableitungen von é und n sich wie in den 
Gleichungen (11) auf den Punkt 1 beziehen, so zeigen die 
Gleichungen (10), dass die Determinante den Werth 

Ò (Koi &—, N) 

OENE 
hat, d. h. der auf das Feld des Bogens 01 bezüglichen Grösse 
4J_ gleich, also von Null verschieden ist. Da ferner auch der 
Bogen 12 mit einem Felde umgeben ist, für welches die Grösse 


ò (E+, N+, K,,) 
a (t+, dt, b+) 
nicht verschwindet, so sind nach § 35 die Grössen 


f (é, 2) E (& | 
© (t, a) a o (t, b) SA 
nicht beide gleich Null; entweder also ist auch der zweite Factor 
auf der rechten Seite der Gleichung (14) von Null verschieden, 
oder man erreicht dies, indem man a, und b, vertauscht. Man 
kann also stets fünf der Grössen durch die drei übrigen, unter 
welchen ôx und öy vorkommen, als Potenzreihen dieser drei 
Argumente ausdrücken. 

Ersetzt man nun in den Ausdrücken A, B das Functions- 
zeichen Œ durch F, so erhalte man A, H; die Gleichung der 
Extremalen liefert dann 


EN OL i- p) = a; 0 =- B_ == Ar Ar — Ur 


N = 24B, +28 = 0, 
und nach dem vorigen Paragraphen hat man für © und Ç, 
Ar = RER 1. 


Dem in der Gleichung (13) entwickelten Ausdruck 4 K,ı + AKıs 
analog erhält man ferner 
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Ala + 4i = (F3 — F$) òs + (F; — Fẹ)òy | 
—+ A_da_ + B_55b_ + A,da; + Bito + [da,, b dt, ],; 
multiplicirt man daher die Gleichung (13) mit 4 und addirt sie 
zu der letzten, so ergiebt sich, da H — F + 4G, nach (15) 

åh +4, = (H3 — H$) òa + (H, — H$) åy f 

4 dar, öb,, ôt]. 

Diese Grösse muss, wenn das verlangte Extremum vorliegt, bei 
den Bedingungen (11), (12), (13) ein festes Vorzeichen haben; 


da hier nur die Grössen dx, öy in den linearen Gliedern vor- 
kommen, ergiebt sich nach $ 7 für den Punkt 1 


(16) (A, — H) ôs + (H; — H$) ôy = 0. 
Jè nachdem also der Punkt 1 frei beweglich oder an die Curve 
h (2, y) = 0 


gebunden ist, erhält man die Relationen 
2. -# = He 

oler 
H, — H} H; — H} 
X z y ur, Ei 
h; hy | 


Fs gelten daher für einen Eckpunkt genau dieselben Beschrän- 
kungen wie nach § 43 im Falle des absoluten Extremums, wenn 
man F durch F — å G ersetzt. 


Beispiel. Aufgabe IX (§ 34). Man hat 
H = yx! + Ayx? + y'?, 
orem on 
de Gleichung (16) ergiebt also 
(17) 4 (= + er) Be g- na A AUA 


Da nun A von Null verschieden ist, so würde für eine frei ver- 
figbare Ecke folgen 


N ) A EAn () =( y' =), 
(7 TA E E N a A, 
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d. h. die Richtungen der Extremalen 01 und 12 würden im 
Punkte 1 übereinstimmen, eine Unstetigkeit also nicht eintreten, 
Ist dagegen der Punkt 1 an eine Curve & gebunden, deren 
Bogenelement Ds sei, und bezeichnen wir im Punkte 1 durch 
—, + die Richtungen der Extremale 01 von O nach 1 hin und 
der Extremale 12 von 1 nach 2 hin, so ergiebt die Gleichung (17) 
cos (Ds, —) = cos (Ds, +). 
Die Bögen 01 und 12 liegen daher auf derselben Seite der Curve 
X und bilden mit deren Tangente gleiche, nach verschiedenen 
Seiten geöffnete spitze Winkel, d. h. sie liegen wie der einfallende 
und reflectirte Lichtstrahl. 

Soll z. B. vom gegebenen Punkte 5 aus nach einem nicht 
vorgeschriebenen Punkte 1 der Curve $ und wieder zum Punkte 
5 zurück eine geschlossene Linie von gegebener Länge gezogen 
werden, die eine möglichst grosse Fläche umfasst, so muss sie 
aus zwei Kreisbögen von gleichem Radius bestehen, welche mit 
der Curve & im angegebenen Sinne gleiche Winkel bilden. 


8 47. 


Es bleibt noch zu untersuchen, wann ein Linienzug 0123 
bei der Lösung des isoperimetrischen Problems auftreten kann, 
wenn die verglichenen Curven an ein von Schranken begrenztes 
Gebiet & gebunden sind, und die 
Strecke 12 einer Schranke an- 
gehört, die Bögen 01 und 23 aber 
nicht, so dass letztere nach $ 45 
Extremalen mit derselben isoperi- 
metrischen Constante sind. Dann 
seien (Fig. 24) die Punkte 0 und 3 so 
nahe bei 1 und 2 angenommen, dass die Bögen 01 und 23 mit 
Feldern umgeben werden können, deren Extremalen durch 0 und 
3 gehen. In der Nähe der Punkte 1 und 2 seien auf der 
Schranke die Punkte 4 und 5 gelegen; dann giebt es Extre- 
malen 04 und 53, welche den beiden Feldern angehören, und 
der Linienzug 0453 ist eine erlaubte Variation des Zuges 0123, 
wenn 


Fig. 24. 


Kii + Ks -+ Ess =- Koi -+ K;; +K 
oder 


(18) Kia TE K;; =: eE PA + AR 
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wobei sich die ungestrichenen Integrale stets auf die Schranke 
beziehen und die Zeichen 4 den Zuwachs beim Uebergang von 
01l und 23 zu 04 und 53 bedeuten. Um diese Forderung zu dis- 
cutiren, legen wir den Zeichen é, n, t4, a+, b4, A+, Öt+ ... dieselbe 
Bedeutung für die Bögen 01 und 23 bei, die sie im vorigen 
Paragraphen für 01 und 12 hatten, so dass das Zeichen — dem 
ersten, das Zeichen 4- dem zweiten der bezeichneten Bögen zu- 
gehört; demgemäss sei 

ag 4 [dt_, da_, öb_, = u — h 

öy_ + [ðt da_, db_, = Yı — M, 

öx, + [dt,, da,, Ob; = %; — Ea 

öy+ + [dt+, da;, òb] = Ys — Ya 
und die Ausdrücke dx, öy in Bezug auf ôt, da, Öb linear. 


Die rechte Seite der Gleichung (18) findet man dann aus den 
im § 46 für K,, aufgestellten Formeln; man hat nämlich 


AR. = 6592-4 G,Ö4- l 
+ A ða + Bôb + [ðt da_, ðb], 


+ 4+òôa} + B,öb, + [dt,, da,, Ob}],; 
und es bestehen zwischen den Grössen ð jetzt die vier Relationen 


20 Òt, = (9 +50 &,0b)+. 
(20) Òy+ = (möt + n.da + mò b)+, 


wobei entweder auf beiden Seiten das obere, oder auf beiden 
das untere der Zeichen + zu nehmen ist. Sieht man daher 
bier und in der Gleichung (18) die Grössen Öt_, da_, ðb—, Ò b+, 
ôt, als bestimmt durch die übrigen Grössen ð an, so haben die 
jene fünf Grössen enthaltenden Glieder in den angesetzten fünf 
Gleichungen genau dieselbe Determinante wie in den Gleichungen 
(11), (12), (13) des vorigen Paragraphen. Der dort gegebene 
Beweis dafür, dass diese Determinante oder die durch Ver- 
tauschung von a, und b, erhaltene von Null verschieden ist, 
bleibt gültig, wenn man den dort betrachteten Bogen 12 durch 
23 ersetzt. Die fünf Gleichungen (18), (20) können daher nach 
den Grössen Öt+, da_, Òb, aufgelöst werden, sobald Kis — Ki; 
hinreichend klein ist. 


(19) 
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Jetzt seien x und y längs der Schranke in der Nähe der- 
Punkte 1 und 2 reguläre Functionen der Parameter r_, T4}; 
welche in der Richtung 12 wachsen und beim Uebergang zu 4 
und 5 die Incremente Dr_ und Dr. erhalten mögen; dann ist 


dx 
= S [Dr_], 


Sal 
+ [Dr], 


und ähnliche en Saale im Punkte 2. Setzt man 
noch voraus, dass die Integranden F und @ in der Umgebung 
jedes Elementes des Zuges 0123 regulär seien, so ist bei posi- 
tiven Werthen Dr_ 


i 0 v d« dy 
(21) Kii = G (2, Y, = aa, 7A) 


Ööx_ 


dy- = Te 


"De PP]: 


bei negativen 
09) Kn=6(ang)| O Dro + De], 


Wenn nun auf der Schranke der Punkt 6 zwischen 1 und 2 und 
ausserhalb der Strecken 14, 25 beliebig fixirt wird, so hat man, 
je nachdem Dr_ positiv oder negativ ist, die eine oder andere 
der Gleichungen 


Kes — Ke = — Kun Kes — Ku = Ku; 
in jedem Falle also nach (21), (22) 


| læ di 
(23) IKs = Ku K= G (2, aE, | De: Dei, 
Auf ähnliche Weise ergiebt sich 

a dæ d 
(24) AEn =E — Ka =t G (2 gg Derti 


setzt man die Summe dieser Ausdrücke 
A Kis + A Ks: = AK: = Kys se K: 
in die Gleichung (18), so folgt nach (19) 


dx dy | 
G 3 D Te FE) Dr_— G (ang Y, TR | Dr, 
a u ay a: + de dy 
(25) = a; z= E Dr_ — G; : RA 67 de "Dr, 


AA AE $ B_db_-+ Arta, + Duib 
Es [(da+, öb}, öt:, Dr;],- 


www.rcin.org.pl 


$ 47. Discontinuirliche Lösungen. 191 


Die rechten Seiten der Gleichungen (19) gehen in 4.J,, und 4 Jz; 
über, wenn man G durch F, A und B durch X und X ersetzt; 
multiplicirt man daher die letzte Gleichung mit der zu beiden 
Curven 01 und 23 gehörigen Constante A, und berücksichtigt 
die Gleichungen (15), so ergiebt sich 

1. RR T Bee (z, ner S2) l P 


dı_ ar_ 
1G de “dy i Te 
2 is á dt,’ N 3 
ES E dy TE | 
Ne FF nE ica Sa E d T, Uta 

== [da+, ob, Òt., Dri;],- 
Nun erhält das Integral Jọı23 bei der betrachteten Variation 

den Zuwachs 

Ahi +43 + Is — hi = 4 + 4s + Idıs + Is; 
da ferner analog den Gleichungen (23), (24) gesetzt werden kann 


Ads == F (x, Y, = a Dr- + TUAR 
dwa 2 
Ada = F (2 y Feo qe) | Dur + Dreh 


so erhält man für jenen Zuwachs den Ausdruck 


_ dag _ dy en De 
Hg +H, 2% — H (2, no ge) De 
Beer + dy ER EEE TO fe 
Hy dr. -= Hi dr. -+ H (z, Y, dr,’ Te) T4 
—+ [dt,, Ye ôb, Dr;],, 
oder kurz 


RER = GoD. = Et Dtr, -L (ðt, Òa, ðb, Dr;],; 


wobei die Grösse 8- für das vom Punkte 1 ausgehende über ihn 
hinausführende Element der Extremale 01 und das den wach- 
senden Werthen von z_ entsprechende Element der Schranke 
und 6+ im Punkte 2 für das nach 3 hinweisende Element der 
Extremale und die Richtung wachsender t} gebildet ist. 

Soll das verlangte Extremum vorliegen, so muss IJyıa; ein 
festes Vorzeichen haben bei allen den Relationen (20), (25) unter- 
worfenen Grössen ô, D. Unter diesen bleiben Dr, und Dr_ frei 
verfügbar; der Satz des § 7 ergiebt also, dass der lineare Theil 
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von 4 Joi23, welcher keine der durch jene Relationen bestimmten 
Variationen enthält, bei beliebigen Werthen von Dr_ und Dr, 
verschwindet, d. h. 
u. 

Ist daher ausserordentliches Verschwinden der Grösse & in den 
Punkten 1 und 2 ausgeschlossen, so muss in diesen die Schranke 
von den an sie stossenden Extremalen berührt werden, so dass 
auch hier das für absolute Extrema bewiesene Resultat erhalten 
bleibt. 


Beispiele. Aufgabe IX. Die Grösse & kann nach $ 37 
nur in ordentlicher Weise verschwinden; soll daher z. B. inner- 
halb eines ebenen Polygons eine geschlossene Linie von gegebener 
Länge und grösstmöglichem Inhalt gezogen werden, und hat eine 
Kreislinie von der vorgeschriebenen Länge innerhalb des Polygons 
nicht Platz, so kann die gesuchte Linie nur aus Theilen der 
Polygonseiten und diese berührenden Kreisbögen von gleichem 
Radius bestehen. 


Aufgabe X. Die Grösse & verschwindet, da sie sich in 
der Bezeichnung des $34 von der bei der Aufgabe IX auftretenden 


nur um den Factor yM unterscheidet, nur in ordentlicher Weise, 
so lange M von Null verschieden bleibt. Gilt dies für ein 
Gebiet, welches von regulären Curvenstücken begrenzt ist, und 
soll innerhalb desselben eine geschlossene Linie gegebenen In- 
haltes und kleinstmöglicher Länge gezogen werden, so kann die- 
selbe nur aus Theilen der umschränkenden Curvenstücke und 
Bögen constanter geodätischer Krümmung bestehen, welch letztere 
alle dieselbe Grösse der geodätischen Krümmung aufweisen, und 
die Schranke, wo sie mit ihr zusammentreffen, berühren. Dieser 
Satz ist von Steiner aufgestellt worden. 
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Das Extremum der Integrale, welche höhere 
Ableitungen der Unbekannten enthalten. 


§ 48. 


Es sei Y ein Stück einer ebenen Curve, längs dessen x und 
y als stetige Functionen eines Parameters t darstellbar, und ihre 
Ableitungen bis zur nt" Ordnung einschliesslich ebenfalls stetige 
Functionen von ¢ sind. Die Function 

EEE ER) 

sei für jedes durch ein Element des Bogens ® definirte Werth- 
system ihrer Argumente regulär, und von den Grössen v’, y’ sei 
an jeder Stelle des Bogens mindestens eine von Null verschieden. 
Wir betrachten nur solche Integrale 


J = | Fat, 


deren Werth durch die Curve ® allein bestimmt ist, nicht aber 
von der speciellen Natur des Zusammenhanges zwischen %, y 
und ¢ abhängt. Sind dann x und y längs des Bogens ® Func- 
tionen des Parameters 0, welche dieselben Eigenschaften haben, 
wie die vorher eingeführten des Parameters t, und sind 0O und 1 
irgend zwei Punkte des Bogens ®, so muss die Gleichung 


1 1 
Jya = E (2 #,... y®) dt - [Fe == e H) dd 
ò ò 


bestehen. Die Werthe der Variablen ¢ und 9 werden durch die 
Punkte der Curve einander zugeordnet, so dass z. B. 4 als Func- 
tion von ¢ angesehen werden kann; lässt man die obere Grenze 
des Integrals sich ändern, und differenzirt nach dem zu ihr 


Kneser, Variationsrechnung. 13 
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gehörigen Werthe von t, so ergiebt sich 


! n ‚dry do 
VACA Lyase y‘ =F (a do’ E “dr dt’ 
oder 
dx d"y da dry 
a) F (z, Spo TE) dt = F (a T e A) 1. 


Speciell kann an einer Stelle, für welche x’ nicht verschwindet, 
#—=x gesetzt, d. h. y als Function von x betrachtet werden, deren 
Ableitungen bis zur nte Ordnung als ganze Functionen von x, x’ 
.. 29, Y, Y', ... y®, dividirt durch Potenzen von x’, darstellbar, 
also stetige Functionen von x sind. Da nun 


dx dèx deg 
ee a 
so hat man der Gleichung (1) zufolge 
dy any 
2 1 (n) — ee ak 
BE AA), jdt =F (2, Oa 0 Ir Te) dx 
oder in neuer Bezeichnung 


dy 
E l (n) — 
EBEE o Y j di =f (2, h Tp . F2) dr, J= | faa. 

Eine beliebige Darstellung des Bogens B® von den angegebenen 
Eigenschaften sei durch die Gleichungen 
(2) s = o (0) y= v% (0) 
gegeben; dann erhält man eine andere Darstellung, wenn man 
0 — t + t setzt, und unter r eine beliebige Function von £ ver- 
steht, welche in gewissen Constanten & homogen linear sei. Es 
gelten dann offenbar die Gleichungen 

= g(t +1) y=tlH+ on) 

und die Taylor’schen Entwickelungen 

s =p + p'r +n 2 gt) = p'r H n 

y =V Hrer n y — vA = eH es 
aus diesen folgt 

A — p®(t) = en r] Se 

a a. 


— p(t) = de un d = ie 


wobei die FIR Glieder in Bezug auf t und die Ab- 
leitungen dieser Grösse von mindestens zweiter Dimension sind, 
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mithin auch die Grössen & in derselben Weise enthalten. An- 
dererseits ist offenbar 


da x ja 
ee = pH) = pH (t + T), Te — YO (0) = W(t + t); 
die Gleichung (1) ergiebt also 
, l 
Fipt+i) p t+) B 


= F (90+ rp O + leh PO + EEO + il 
p" (t) Ar d? aid Aui A [&), == 


oder, indem man links nach Potenzen von r, rechts nach Po- 
tenzen der die Grössen & enthaltenden Theile der Argumente ent- 
wickelt, und durch das Suffix ọọ andeutet, dass 

s = g(t), pl). y = V(t), Vy=WV),.-. 
zu setzen ist, 


d Fyy 


(En t +A 
— „+SEE =) eier), a He 


Behält man daher nur die Glieder bei; die in den Constanten & 
linear sind, so ergiebt sich 


er d d(F, 
Zei)? er Zum 
~ d'[r o' (t)] d° [t4 (t)] 
i =S | ar, Y Atis i un (m), Br Ze 


oder, wenn man jetzt den Bogen durch die mit den Gleichungen 
(2) gleichwerthigen 

= pl), y= y(t) 
darstellt, und durch Accente, wie immer, die Differentiation nach 
t bezeichnet, 


oF 
= 5 [25 eo + LE vool, 
a 
oder endlich mit unbestimmtem Integralzeichen 


o r= fa $ RE eo +E yoa) 


13* 
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Die rechte Seite dieser Gleichung transformiren wir mittelst 
der Identität 


nudi — vu — v'ut—-I + vut- — ... 
+ (— 11a du + (— 1)! (vo udt, 

deren Richtigkeit, wenn u und v beliebige Functionen von ft 
sind, offenbar wird, wenn man beide Seiten nach £ differenzirt. 
Setzt man speciell 
BR; Str 
= ee, 
so ergiebt sich 


oF d oF 
| 5 Ft — en ye N rn rt AEE i 


dı (oF 
+ (— a 5) x'rdt. 


Dabei muss natürlich jede der neu auftretenden Ableitungen 
nach ż¢ existiren und integrirbar sein; um dies zu bewirken, soweit 
es nöthig ist, führen wir die neue Annahme ein, dass die Ab- 
leitungen von x und y bis zur 2nt Ordnung einschliesslich end- 
lich und stetig seien. 

Alsdann kann man die erhaltene Formel fürra—1,2,...n 
bilden; addirt man, so erscheint rechts die Grösse (x’r) mit 
dem Factor 


Se 3 re al; 
Dar — Ji a ta 


setzt man daher allgemein 


0, n—m da 2 F 0,n—m da dF 
ronn ’ 
Du Fre > (— 1% dt gmt’ Im = > (— 1) dte Oymt+a ? 


oF oF 
y FE, ur n = gm’ Qa = Sy’ 
(9 Br}; _ Pns g, 2E _Aları 


so nimmt die Gleichung k a Form an: 
0 = | (Px' + Qy) rdt 


5 1, n 
(5) E ES [P,(@Tye-D + Qalx re-d) — Fr. 


a 
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Alle ausserhalb des Integralzeichens stehenden Glieder können 
nun in ein lineares Aggregat der Grössen t, T’, ... 1n- ver- 
wandelt werden, dessen Coëfficienten von t unabhängig sind. Es 
sei z. B. r® die höchste Ableitung von t, deren Factor nicht 
identisch verschwindet; dann hat das Aggregat die Form 

T = Mi» 4 Nrt- + ..., 

seine Ableitung nach t ist 

T' = Mi%+D) + (M' + N)® +- 
und die weggelassenen Glieder enthalten nur Ableitungen von 
t, deren Ordnung kleiner als k ist. Die Gleichung (5) ergiebt 
daher, differenzirt, 

0 = (Pr + Qy’) t + Med th... 
Da nun die Grössen t, T’, ... tT™ an irgend einer Stelle des 
Bogens B willkürliche Werthe erhalten können, so ist die letzte 
Gleichung nur dadurch möglich, dass der Coëfficient jeder in ihr 
vorkommenden Ableitung für sich verschwindet. Speciell würde 
sich, da “+2. sicher nur in einem Gliede vorkommt, ergeben 

MEN, 

was der Voraussetzung widerspricht. Das Aggregat T muss also 
identisch verschwinden, d. h. man hat die Identitäten 


1, n 
Fr = X (Paer) + Quy’), 
(6) P£ + Qy = 0. 
Setzt man in ersterer t constant, so folgt 
1, n 
(N) F = X [Pıx® + Quy]; 


vergleicht man beiderseits die Factoren von zr-D, so ergiebt sich 
für n > 1 die Identität 
oF 


1 OE 4 BER 
(8) Bari Ay = 0, T an) +% ayn = I 
§ 49. 


Die Grössen dx, öy und ihre Ableitungen bis zur n!® Ord- 
nung einschliesslich seien stetige Functionen von {; durchläuft 
der Punkt (x, y) den Bogen $, so beschreibt der Punkt («+6z, 
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y + y) einen Bogen Xo. Den Zuwachs irgend einer Grösse 
u beim Uebergang von ® zu Ho bezeichnen wir, wie im ersten 
Abschnitt, durch Au; u sei der vereinfachte Ausdruck, in 
welchen Au übergeht, wenn man die Grössen 
dx, (dx), .... (da) m", dy, (dy)', ... (Oy 

als klein ansieht und demgemäss alle Glieder, welche sie in 
mindestens zweiter Dimension enthalten, vernachlässigt. Dann 
ergeben sich offenbar die Formeln 

d'Òr d'òy 


ACH) = Tre) y == at 


PF (ae a A) 


i oF 
r= >) (I 00 aya), 
u öF + [ix eg, ... öym], 


und als specielle Fälle der letzten Gleichung, wenn x’ von Null 
verschieden ist, 

dy  dõy dy döx 

dè T AR dein?’ 

e _ d su _ dzy dòs 

do dz dz. da dro? 


ebenso ist unmittelbar ersichtlich 


ò 


ò 


2 1 
Ahr =|AFdt, 8h = (rat, 


0 0 
1 1 
(9) Ads = | d Fat + | dt [dx, da’, ..., ÖY] 
0 0 


Um das Integral J durch partielle Integration umzu- 
gestalten, ersetzen wir in der im vorigen Paragraphen durch- 
geführten Rechnung, welche von der Gleichung (3) zur Formel 
(5) führt, s'r und y'r durch dx und òy; dann ergiebt sich 


(10) dJa = I) (Badau-n + Qð yed) + [Po + Qöy)dt. 


Variirt man speciell nur ein Stück 23, und setzt 
oz = el, — Yirt! (t — Wer, 
òy —— n (ts BR (jatia (t Aa Beer: 

ausserhalb desselben aber 
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dtp — (N) 
indem man durch s, y Constante bezeichnet, so sind dx, ôy längs 
des ganzen Bogens ® mit ihren 2n ersten Ableitungen stetige 
Functionen von t, und verschwinden die Variationen der Grössen 


El) ann... HOT D Y sr M TVE a O DEREN, 
Die Formel (9) ergiebt daher 


3 
Ah, = e| Pt, — tenti (t — 1,)2ntı dt 
2 


+ nf Ols den det dt H [ele 


Diese Grösse wird im Allgemeinen für beliebig kleine Werthe 
&, n sowohl positiv wie negativ; soll daher die Curve ® unter 
allen O und 1 verbindenden Curven mit denselben Stetigkeits- 
eigenschaften und denselben Werthen der Grössen (11) ein Extre- 
mum des Integrals J liefern, so müssen die Factoren von € und y 
in dem Ausdruck 1J,, verschwinden. Hieraus folgen durch die 
in $ 8 gemachten Schlüsse die Gleichungen 
2a (EU 

welche wegen der Identität (6) wesentlich gleichbedeutend sind. 
Eine diesen beiden Gleichungen genügende Curve heisse eine 
Extremale. Sind speciell die Grössen v's, x’, von Null ver- 
schieden, so dass in der Nähe der Endpunkte x =— t gesetzt 
werden kann, so ist ein Extremum bei vorgeschriebenen Werthen 
von 


dy dr-iy 0,3 
z, Y, dx’ a, dar-ı 
nur dann vorhanden, wenn die Gleichung 
òf d of d? Ne 


oy dedy ' dar dy" 
besteht; die linke Seite derselben werde durch Q(f) bezeichnet. 
Soll das Integral J zu einem Extremum gemacht werden, 
indem die Grössen (11) nicht gegeben, sondern nur einer An- 
zahl von Relationen 
(12) Jo [%o, X A MT Ziz se. yit] = 0 
unterworfen sind, deren linke Seiten für die betrachteten Werth- 
systeme ihrer Argumente regulär sind, so muss zunächst die 
gesuchte Curve ® eine Extremale sein, da man sie, ohne die 
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ukowWeg 
www.rcin.opgugitaa 530s 


200 Sechster Abschnitt. § 49. 


Bedingungsgleichungen zu verletzen, so variiren kann, dass die 
Grössen (11) ihre Werthe behalten. Sodann variiren wir den 
Bogen ® längs eines Stückes 02 und eines in dieses nicht über- 
greifenden Stückes 31, und setzen auf ersterem für öx eine 
ganze rationale Function von t, für welche 

dröx |0 d'ôx |? a—=mW,1,..9—l 

E ad el + u a niay Re ) 


für öy nehmen wir eine ganze Function, welche den durch Ver- 
tauschung von & und y aus den hingeschriebenen entstehenden 
Gleichungen genügt, und treffen analoge Bestimmungen für das 
Stück 31. Setzen wir dann für den Bogen 23 


or = 0y 0, 
so haben ôx, ôy längs des ganzen Bogens 01 dieselben Stetig- 
keitseigenschaften wie x und y und sind in den Grössen 
din... OO D OL e OON 
linear. Die Formeln (9), (10) ergeben daher mit Rücksicht auf 
die Gleichungen der Extremale 


1,n 
Ad == >; [P,d2% 2 -L Qð yC —I] |+ [Ò £o, Wa öy,®-2],. 
a 


Soll diese Grösse bei allen den Bedingungen (12) genügenden 
Variationssystemen Ôg, ... dy,®"-D ein festes Vorzeichen be- 
wahren, so muss nach $ 7 die Gleichung 


1, n 
>, [Paseo + Qöye-n] |! — 0 
A 0 


bestehen, sobald man die linearen Gleichungen 
0,n—1 


Í 0% Ò Jo Ò Jo ; 
a (52,0 ÖL + IO ÖY + DO OEA) 


a 


095 `, o AF 
+ gy òn] = 0 


ansetzt. Damit hat man eine Regel zur Ableitung nothwendiger 
Bedingungen des durch die Relationen (12) charakterisirten Ex- 
tremums. 

Die ganze Entwickelung der letzten beiden Paragraphen 
lässt sich auf den Fall übertragen, dass die Function F noch 
weitere Unbekannte z, w, ... und deren erste n Ableitungen ent- 
hält; in den allgemeinen Formeln hat man nur Glieder hinzu- 
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zufügen, welche aus einem den Buchstaben y enthaltenden her- 
vorgehen, indem man diesen durch z, w, ... ersetzt. 


$ 50. 

Aus der Form der Ausdrücke P und @ ist ersichtlich, dass 

die Gleichungen 
P>2=#8 

(a + b) mal integrirt werden können, wenn die Grössen z, v’, 
sc DOD Ypy ...y@®=D in der Function F nicht vorkommen; 
fehlen z. B. x und y, so hat man den letzten Relationen (4) 
zufolge die Integrale 


(13) Pi Onst, WM = ont. 
Setzt man speciell 
(14) seh Fifa yV,:: 9) Uz 


und kommt x in dem Ausdruck f nicht explicite vor, so hat man 
zunächst das erste der Integrale (13). Die Gleichung (7) des 
§ 48 geht aber bei der Annahme (14), da 

RE N AENT 

"u a E 


in die specielle Form 


1,n 
F=P+ > Ay" 
über; dabei ist i 


of d of d2 of 
Re N st Ja J 


= Ayo — da dyt ya) 9 


das bezeichnete Integral kann daher geschrieben werden 


1,n 
(15) f— X, Ay" = const. 
a 
und findet sich in dieser Form schon bei Euler. 


Beispiel. Die Lage eines Systems auf einander wirkender 
Massen sei durch einen Parameter y bestimmt, = sei die Zeit, 
Y eine Function von x und — Ydy die von gegebenen äusseren 
Kräften bei einer Verschiebung des Systems geleistete Arbeit. 
Dann hat das verallgemeinerte Hamilton’sche Princip nach 
Helmholtz folgende Form 
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ò | (H + Yy) dz = 0; 
dabei ist H, das kinetische Potential, eine gegebene Function von 
y und den Ableitungen dieser Grösse nach der Zeit, und ent- 
halte & nicht explicite. Im gewöhnlichen Falle der älteren Dyna- 
mik ist H die Differenz der potentiellen und kinetischen Energie 
des Systems. Sieht man x und y als Functionen eines Para- 
meters ¢ an, so hat man 


(HF Yy) dz = Fd4t, F =(H + Yy) x; 
= BE Br 
(16) - Ey = $ (Yy) — Yy. 
Nach den BR OR Gleichungen (4), (7) ist ferner 


1,n 
? oF dE 
Pg = F — > Iy® + ..., P= 37 Ey es 


und die weggelassenen Glieder enthalten nur die zweite und 
höhere Ableitungen von x als Factor; setzt man daher 


(17) ea eh Meter, 
so folgt 
1,n 
(18) P, = H+ Yy— © Qy® 
und für die Extremalen erhält man 


E TARE T rg S T E 
en 7 a A ze 75 


Letztere Gleichung kann nach (16), (18) geschrieben werden 
dy d ch 
EN a pA w) — 

(19) at E =n, 


dabei ist der Annahme (17) gemäss für a > 0 


d° ðo H d FE 2 8 
nee zu a ner ne ei 
y ee da 3 Qa See 2 day dx dè+iy . 


=Q. 


da dar+ı 


Die Gleichung (19) zeigt, dass man die Grösse 


1, n 
¢ = H — > Qa y 
a 


als Energie des Systems anzusehen hat; denn man hat für jedes 


Zeitelement 
d& = — Ydy, 
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d. h. d& ist der von aussen her geleisteten Arbeit gleich. Das 
Energieprincip ergiebt sich also als Folge des Hamilton’schen 
Princips. Sind äussere Kräfte nicht vorhanden, so folgt 

& == const.; 
das Energieprincip erscheint dann als specieller Fall der Euler’- 
schen Integralgleichung (15). 

Nach der am Ende des $ 49 gegebenen Regel kann diese ` 
Entwickelung sofort auf den Fall übertragen werden, dass das 
Massensystem von mehreren Parametern y, 2, ... abhängt; kommen 
auch von ihnen im kinetischen Potential keine höheren als die 
nte Ableitungen nach der Zeit vor, so erhält man für die Energie 
den Ausdruck 

1,n 


E= H D (Qe + R +..), 


a 


wobei 
oH d oH d2 oH 
E T N T r E S 
Jy 0 eT Era 


und analoge Grössen für die übrigen Parameter einzuführen sind. 


Aufgabe XII. Eine Curve 01 zu finden, die mit ihrer 
Evolute und ihren in den Punkten O und 1 gezogenen Normalen 
einen möglichst kleinen Raum einschliesst. 

Ist r der Krümmungsradius, ds das Bogenelement, so ist 
die definirte Fläche die Summe aller unendlich schmalen Drei- 
ecke vom Inhalt rds. Da nun 


l all 


xy — a" y 
so handelt es sich darum, das Integral 


te 


g 
! ‚9\9 RE Nie: Ah 
Ere CENE = yaryidı, 


pš qx! Hie ar x" y' 


zum Extremum zu machen. Der Integrand ist von x und y frei, 
es bestehen daher die Integralgleichungen (13) oder 


P, =a, Q =b. 
Die Identität (7) oder 
A Py 4- Qiy’ + P, x" be Qay" 
giebt ferner, da 
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FE | ai at ae ER N. dan ei 
das Resultat 
F= ax' + by — F, 2F=axr + by. 


P, 


Setzt man x = t, y' — p, so kann man für diese Gleichung 
. schreiben 
dp a + bp 
; 212 __ LE "e 
und hieraus folgt 
AN — («+ bp) pdp 
a ET 


Aus dæ und dy kann leicht eine rational integrirbare lineare 
Verbindung mit constanten Coëfficienten gebildet werden; da 
nämlich, wenn «&, ß, y Constante sind, die Identität 
a(r ALE ORTE 5 
i+p CFP 
besteht, so ist der Ausdruck 
ab + (b? — a?) p — ab p? 


2(bdx — ady) = Fp dp, 
der in den vorigen übergeht, wenn 
b2 a? 


ß me ab, 7 = 2 a 9 
gesetzt wird, rational integrirbar, und man erhält 


3 2 
Loar ana] = a [de $ 2a) 
Nun stellen die Gleichungen 
ya? + b? ¢ = bx — ay, Va? +b? n = asz + by 
eine Transformation rechtwinkeliger Coordinaten dar, so dass 
da? + dy? = dẹ + dn’; 
die obige Gleichung kann daher geschrieben werden 


4 yap dg =d er J; 


woraus durch Integration folgt 
dy? 


+0= VoF dë? F dn?’ 
dn _ Ste 


e JA AR HE 
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Hieraus ergiebt sich nach $ 12, dass die gesuchten Curven, d. h. 
die Extremalen, Cykloiden sind. Wenn in den Endpunkten die 
Tangenten nicht vorgeschrieben sind, so muss bei den erlaubten 
Variationen der Ausdruck 


Pòs + Qöy-+ Pòs + Qòy'| 
verschwinden; sind nun die Punkte 0 und 1 gegeben, also 
o = 0h = 2 S= yE; 
so muss die Gleichung 
P ôx! + Qöy' = 0 


bei beliebigen Variationen dx’, öy’ bestehen, da über diese frei 
verfügt werden kann. Somit folgt 


1 12 192\2 0,1 ee ' 192 1292 0,1 
e ka 3 A 2 = 0, = @ Ty ) | = 0; 
zu — ey gy =p y | 
die Punkte 0 und 1 müssen daher Rückkehrpunkte der Cy- 
kloide sein. 


§ 51. 


Betrachten wir y als Function von x und setzen demgemäss 
x = t, so genügen die Extremalen der Gleichung 
RR d of Ka a 
(20) ke herr u A a 3, dan day — 0, 
welche für n — 0 eine endliche Gleichung, im Allgemeinen aber 
eine Differentialgleichung 2nt® Ordnung darstellt. Die Grösse 
y@®) kommt offenbar nur im letzten Gliede vor, und zwar mit 
dem Factor 
n cf . 
er Dydy’ 
die Ordnung der Differentialgleichung erniedrigt sich also dann 
und nur dann, wenn die Function f von y™ in linearer Weise 
abhängt, so dass man setzen kann 


F Ee u y, e Y = g Im 9 -.- YOD] yh Im, 9... vr»). 
In diesem Falle ist das Integral J nach Euler durch ein anderes 


zu ersetzen, dessen Integrand von y® frei ist; setzt man näm- 
lich die Gleichung 
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(21) \rdx — EEE Re in f H [z, y, ... yr-»] dx 
an, oder was dasselbe bedeutet, 
ER 


, " ò G s 
+55 Syt + ven | de 
T 
— 


ER a 
so braucht man nur, was mittelst einer Quadratur möglich ist, 
G als Function der unabhängigen Argumente zx, y, ... yr-»D so 
zu bestimmen, dass 


(06 


+ + 


age), 


o@ | 
en oi r A. 
und ausserdem 
T aG 
AAT E aa EE a >> ya rn 


zu setzen; dann besteht die Eee 01) und liefert die an- 
gegebene Transformation des Integrals J. Geht man zum be- 
stimmten Integral über, so ergiebt sich 


4: 
Ja = Glan... el + | Hs... ven] de; 
0 


bei vorgeschriebenen Werthen der Grössen y, y’, ... yr=» an den 
Stellen 0 und 1 sind daher die Integrale 


| H [z er Pidz 


gleichzeitig Extrema. 
Schreibt man ferner die Gleichung (21) in der Form 


dG 
ee S 
und betrachtet Q als ein durch die Gleichung (20) definirtes 
Operationszeichen, so ergiebt sich 
nl) + ean. 


Der erste Summand auf der rechten Seite verschwindet identisch; 
denn setzt man 


dG 2 an 
= C a iig + Dam yo ET, 
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so ist offenbar fürrb = 1, 2,...n — 1 
om. 0 d òG 
aO T Tye T da ay 
also 
Bi G dtt.. 0G 
de yo T da oye D T Tai yO 
Setzt man hier für b successive die angegebenen Werthe und 
addirt die erhaltenen Gleichungen, indem man sie mit dem 
Factor (— 1) multiplicirt, zu den Identitäten 
E y Ea a a 
E, e dar oy dar ðy”—» ’ 
so heben sich rechts alle Glieder ‚paarweise weg, und man 
erhält das Resultat 
dG 


e) AT) 0) = AH. 


Der Ausdruck Q(f) enthält daher, da H von y® frei ist, auch 
y@»=2 nicht, wenn in ihm y@® nicht vorkommt. Im Allgemeinen 
wird y@r-2 in dem Ausdruck Q(H) auftreten; ist es nicht 
der Fall, so kann die soeben für f durchgeführte Schlussreihe 
auf den Ausdruck H angewandt werden und man erhält 
| Hax = 6, [z 9, ... v2] + |H [z y, ... ye-2] da, 
Q) = Q (H) = ACH). 

Die Grösse Q(f) enthält dann keine höhere als die (2n — 4)te 
Ableitung von y; ist sie auch von dieser frei, so kann man das- 
selbe Verfahren fortsetzen. Die höchste in dem Ausdruck Q(f) 
vorkommende Ableitung von y ist daher stets von gerader Ord- 
nung, etwa y@”); dann hat man 


1, n—m—1 


J = G [t Yii ase Y] l- rY Ga EA F V egit] 


+ Kan 62 Yy y™] dx, 
a) = Q (H) = = Q (Hu-m-ı) 
und die Ausdrücke G, H, Gi Ah: :-- Grmi Ha-m—-ı Können 
mit Hülfe von n — m Quadraturen hergestellt werden. 
In dem besonderen Falle m — 0 hätte man 
Br MLE SN 
Qf) u Q(Hn-ı) Tor; òy ’ 
wenn daher die Grösse Q (f) identisch verschwindet, so ist H,_ı 
von % frei, und die Gleichung (23) ergiebt 


(23) 


www.rcin.org.pl 


208 Sechster Abschnitt. § 52. 


1.n—1 


J= G [a 9... y"—] + I Ga my... ya-ı-9] 


= Ina (x) dx; 

f I®, Y, ... y®] ist daher der vollständige Differentialquotient der 
rechten Seite nach x. Damit ist bewiesen, dass die Identität 
(25) Q) = 0 
die Integrabilitätsbedingung darstellt; wenn sie vorausgesetzt 
wird, ist die Function f unbeschränkt integrabel, und ihr Integral 
ist in der Gleichung (24) explicite dargestellt. Das Problem, 
das Integral J bei vorgeschriebenen Werthen der Grössen y, y', 
... y®=» an den Endpunkten zu einem Extremum zu machen, 
verliert offenbar seinen Sinn, weil J durch diese Werthe schon 
bestimmt ist. 

Dass die Gleichung (25) auch eine nothwendige Bedingung 
der Integrabilität der Function f ist, lehren die Schlüsse, welche 
zu der Gleichung (22) führten. 


(24) 


8 52. 


Führt man als Parameter £ die Bogenlänge ein, so gilt die 
Gleichung 


2? L y2? = 1. 
Differenzirt man dieselbe (m — 1)mal nach t, so ergiebt sich 
(26) al m) — y' ya) + ..— 0 


und die weggelassenen Glieder enthalten nur Ableitungen von 
niedrigerer als der mte Ordnung. Ist daher z. B. x’ von Null 
verschieden, so sind die Grössen z”, £”, ... 2 durch die Grössen 
Y,y",...y® rational ausdrückbar, und das umgekehrte gilt, 
wenn y' nicht verschwindet. Man setze ferner 

ER 


A a’ y" AA a y' 
© le y” — x" y') dt = | De na F y 
0 


i vr. 
dt == arctg ER 
0 

dann ist 

o' — ey TS g" y' 

die Krümmung der Curve positiv oder negativ genommen, je 
nachdem der Krümmungsradius zur Richtung wachsender ¢ ebenso 
oder entgegengesetzt liegt, wie die + y-Axe zur + x-Axe; œ 
ist daher der Winkel, den die Richtung wachsender t beschreibt, 


www.rcin.org.pl 


$ 52. Höhere Ableitungen im Integranden. 209 


positiv oder negativ genommen, je nachdem diese Richtung im 
positiven oder negativen Sinne sich dreht, und man hat, wenn 
Zo = cos œ, Yo = Sina gesetzt wird, die Gleichungen 

x = cos (o + æ), y = sin (u + u). 
Weiter ergiebt die Gleichung für ®’, wenn man differenzirt, 


(27) am) — — y'm 4 gym p.. 
und die weggelassenen Glieder sind von derselben Beschaffenheit, 
wie in der Gleichung (26). Bestimmt man aus dieser und der 
Gleichung (27) die Grössen z™, y™, so ist die Determinante der 
Coëfficienten + 1; durch die Grössen w, w’, ... @”- sind daher 
die Grössen «', x", ... 2m, y', y",... Y™ in eindeutiger Weise 
bestimmt. Haben die ersteren Grössen für zwei von demselben 
Punkte ausgehende Bogenelemente dieselben Werthe, so haben 
die Elemente eine Berührung mte oder eine Ösculation (m — 1)te 
Ordnung; man nennt daher die Grösse w, d. h. den (a — 1)ter 
Differentialquotienten der Krümmung nach der Bogenlänge, eine 
Osculatiensinvariante at Ordnung. Dieselbe Eigenschaft, durch 
Uebereinstimmung die Berührung bis zu einer gewissen Ordnung 
zu garantiren, haben im speciellen Falle, dass x’ längs eines 
Bogens nicht verschwindet, auch z. B. die Grössen 

day day 

dx’ dx?’ 3 
stimmen sie bis zur mt Ableitung überein, so hat man eine 
Ösculation (m — 1)! Ordnung. 

Die Gleichung (26) im Falle m — 2n sei 


(28) gaan $ yiyan 40; 
wir stellen sie mit den Gleichungen der Extremale 
Peg 
zusammen, welche in der Form 
2 2 
(29) o2 F d2 F 


u an) EEE CL, e... = 
Syor | Ka gygy I + Q 


geschrieben werden können, indem nur Glieder weggelassen 
werden, welche «&2® und y@® nicht enthalten. Denkt man sich 
letztere Grössen durch eine dieser Gleichungen und die Gleichung 
(28) bestimmt, so ist die Determinante der Coöfficienten einer 
der Ausdrücke 


Kneser, Variationsrechnung. 14 
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' ' 


| & y | | y' 

T Ka RN G PeT o2 F 

| oxor Jegy | ydr gygy 
Differenzirt man nun die Identität (8) (§ 48) nach z™ und y™, 
so ergiebt sich 


REN S 
PRO OLE Re? 
F o2 F 


' 


oym oz) T y oym oy™ 
Es giebt daher, und zwar auch dann, wenn ¢ nicht gerade die 
Bogenlänge ist, eine längs der Curve stets endliche Grösse F}, 
für welche die Gleichungen 

F 02 F 22 F 


SE T a A Urat Er. a eo ER. N 192 
en T Y Fa ER OLT ~ FY F., oyy 7 F, 
bestehen; hat man speciell æ — t, so ist einfach 
Sa 
o oy™ o y™ 


Mit diesen Werthen der zweiten Ableitungen von F werden die 
obigen beiden Determinanten 
ya HI EI IN 
also wenn ¢ die Bogenlänge bedeutet 
par yYF,, T x F. 
Da nun mindestens eine der Grössen v’, y' von Null verschieden 
ist, so gilt dasselbe von mindestens einer jener Determinanten, 
wenn die Voraussetzung eingeführt wird, dass F} nicht ver- 
schwinde. Alsdann erhält man aus zweien der Gleichungen (28), 
(29) für x”, y2» Ausdrücke, deren Zähler die Grössen 
(30) EN ee 
enthalten, und regulär sind, wenn dies von F für das in der 
Reihe (30) enthaltene Argumentsystem x, £’, ... 29, Y, Y... YM 
gilt. Ist für letzteres F, von Null verschieden, so sind auch die 
für x», y2® erhaltenen Ausdrücke 
ER E A A a a I  A 

(31) BT En er 
an der betrachteten Stelle (30) regulär. Fügt man die Gleichungen 
dx» d yo 

dt 


32) “E = s+, 


= = yet) (a= 0, 1, ... 2n — 2) 
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hinzu, so hat man im Ganzen 4n Differentialgleichungen erster 
Ordnung zur Bestimmung der Grössen (30), auf welche die all- 
gemeinen Sätze des $ 27 angewendet werden können. 

Ein reguläres Stück einer Extremale Œ, auf welchem F; 
nicht verschwindet, bestimmt eine Lösung des erhaltenen Glei- 
chungssystemes von speciellem Charakter, wenn noch die 
Gleichungen 


(33) een, 
pa = BAD + yy t..—=0, (a=2,3,...2n—|1) 
festgesetzt werden, welche durch die Formel 
dp. __ 
la 


verknüpft sind. Diese Relationen gelten für irgend ein Integral- 
system der Gleichungen (31), (32) allgemein, wenn sie z. B. für 
die Stelle # — 0 vorausgesetzt werden: 


(34) TEREA OL a a 


Da nämlich aus dem System (31) die Gleichung (28) oder 
Pan = 0 


folgt, so ist Pan—ı constant; aus der letzten Gleichung (34) folgt 
daher allgemein 


also ist auch @9„_, constant. Hieraus folgt dasselbe für Pən—3 
aus der vorletzten jener Gleichungen, u. s. f£ Man kann nun 
nach § 27 das betrachtete Stück der Extremale © in eine 4n- 
fache Mannigfaltigkeit von anderen Extremalenstücken einbetten, 
welche durch Gleichungen von der Form 

er een er 

y = Y |t, £o Z'o». y@r=D] 
dargestellt erscheinen; die Functionen X, Y sind regulär, wenn 
die Argumente ein dem Bogen & zugehöriges Werthsystem bilden. 
Auf diesen Curven ist aber £ im Allgemeinen nicht die Bogen- 
länge; das wird erst erreicht, indem man die 4n Integrations- 
constanten 

ae RI ee 


den 2» — 1 Gleichungen (34) unterwirft. Sind diese und damit 
die Gleichungen (33) erfüllt, so bleiben noch 2» + 1 Constante 
14* 
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willkürlich, z. B. wenn x’, auf der Curve © nicht verschwindet, 
eins der Grössensysteme F ; 
0 d2n—1y |o 
Xos, Yos Y'o Sc ee Lo, Yos = uria Tara 

Man kann daher den Bogen der Curve 6, indem man die ersten 
n + 1 dieser Grössen festhält, einbetten in eine Schar von Ex- 
tremalen, welche durch den Punkt 0 gehen und in ihm die ersten 
n — 1 Osculationsinvarianten mit © gemein haben, während die 
folgenden n Invarianten als willkürliche Constante in der Um- 
gebung der Werthe, welche sie für die Curve & haben, verfügbar 
bleiben. Bezeichnen wir diese n Constanten durch a, b,... k, 
ihre Werthe für die Curve & durch «, ß,... x, so erscheint die 
Curve & als Individuum einer Schar 


(35) E70... VEIT urn. 
und die Grössen 
07 orig 0 7 RE iT: 0 
5 ya SE Eee! ai 


sind, da ¢ die vom Punkte O gemessene Bogenlänge ist, von 
a,b,... k unabhängig, so dass die Gleichungen 


Beeren 


gelten und gültig bleiben, wenn man a durch irgend eine der 
Grössen b, c, ... k ersetzt. 


re: —— 0 


§ 58. 


Es seien 0, 1, 2 drei in der Richtung wachsender t auf 
einander folgende Punkte der Curve, 3 ein veränderlicher, dem 
Argument t zugehöriger Punkt einer beliebigen Curve (35), längs 
deren das Integral Jọ, gebildet werde; dann ist offenbar 


Ohr — — FEE, q) 


oder nach § 48 (7) 
= 


-3 [PO + Qel; 


ferner erhält man 
3 


RR LE: or. ER 
tt), 


0 
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wobei unter den Functionszeichen P, Q, F die Werthe (35) zu sub- 
stituiren sind. Integrirt man in der letzten Gleichung partiell 
nach der Methode des $ 48, so N sich 


a ars [P e=» ut ai +| Ph + Ona) dt, 


also mit Rücksicht auf die a R Extremalen und die 
Formeln aiik 


(37) 


= ar PET + Qu] 


wobei RA a dc b, c,... k ersetzt werden kann. Diese 
Formel bleibt in manchen Fällen auch dann noch gültig, wenn 
nicht alle eingeführten Voraussetzungen erfüllt sind, z. B. die 
Extremalen im Punkte 0 singulär sind. Unsere fernere Argu- 
mentation benutzt aber nur diese Gleichung selbst, so dass die- 
selbe in den bezeichneten Fällen nur verifieirt zu werden braucht, 
um die folgende Theorie anwendbar zu machen. 

Sind die Grössen t, a, b, ... k differenzirbare Functionen 
einer Variablen r, so folgt aus den letzten Gleichungen 


PR. m Sjok et + Pet) 
Da ra] 


Jetzt seien die Punkte 1 und 2 durch eine Curve Q ver- 
bunden, welche in ihnen die Curve & berührt und durch fol- 
gende Voraussetzungen näher charakterisirt wird. Die n — 1 
ersten Ösculationsinvarianten ®, ®’,.... @*-2 stimmen in den 
Punkten 1 und 2 mit denen der Curve & überein und sind längs 
der Curve % Functionen p(r) im Sinne des $ 17. Zu jedem 
Element der Curve Q giebt es ein entsprechendes zwischen 1 und 
2 liegendes der Curve ©, in welchem die Coordinaten des An- 
fangspunktes und die n ersten Ösculationsinvarianten von denen 
des ersteren Elementes um Differenzen abweichen, welche dem 
absoluten Betrage nach unterhalb einer positiven Constante & 
liegen. Wenn dann die Determinante 
(En o,o,...0®-9) 

ol, a,b,...k) 
längs der Curve & zwischen den Punkten 1 und 2 überall von 
Null verschieden ist, so sagen wir, die Extremalen (35) bilden 


A 
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ein Feld des Bogens 12. Hat man die durch den Punkt 0 
gehenden Extremalen vermittelst eines Parameters s dargestellt, 
und ist für das betrachtete Stück der Curve © 


yo 


so ist %t/ös endlich und von Null verschieden. Da nun 
ea d (É, n, ©, ...) ðs 
oE a; O 2. rd 
so bleibt der Inhalt der eingeführten Voraussetzung derselbe, 
wenn ¢ nicht die Bogenlänge bedeutet. 

In der folgenden Argumentation behalten wir jedoch für t 
seine bisherige Bedeutung als Bogenlänge bei. 

Bilden die Extremalen (35) ein Feld, so kann man über die 
Argumente t, a, b,... k so verfügen, dass die Grössen v, y, © 
©, ... 0—2 irgend ein vorgeschriebenes System von Werthen S 
annehmen, welches von einem auf dem Bogen 12 erreichten hin- 
reichend wenig verschieden ist, z. B. so wenig, dass die Diffe- 
renzen entsprechender Grössen absolut kleiner als &, sind; geht 
das System © stetig in ein der Curve © selbst angehöriges über, 
so nehmen a, b,... k die Werthe «, ß,... x an. Nimmt man 
daher die oben eingeführte Grösse & kleiner als &, an, und lässt 
den Punkt 3 längs der Curve £ laufen, so kann man immer eine 
der Schar 

2b: ven... 
angehörige Extremale 03 construiren, welche mit der Curve X 
in einer Berührung (n — 1)! Ordnung steht. Dann sei r der 
vom Punkte 1 ab gerechnete Bogen der Curve %; nach $ 52 hat 
man die Gleichungen 


dx d’x dr—1x 
en a as (n—1) — pe eari 
xX Ar r = dt?’ e. L d~i? 
(39) r 
EN dy y" ie d2y n—D— d” ly 
rss E = ae 


d zB, 
so dass sich für a = 1, 2, 3, ... n — 1 ergiebt: 
dge) de, dya-D dy 
"eu > Aber Pt 
Nun sind, da 4 nicht verschwindet, die Grössen t, a, b, ... k regu- 
läre Functionen von x, y, ®, ... 0*-2 in der Umgebung der dem 
Bogen 12 und der Curve © zugehörigen Werthsysteme, mithin 


www.rcin.org.pl 


§ 53. Höhere Ableitungen im Integranden. 215 


auch Functionen ø (r) im Sinne des § 17; die Formel (38) kann 
also angewandt werden, und ergiebt mit Rücksicht auf die letzten 
Gleichungen (39) 


1,n—1 


en Ka) yo aye» 
a at + Qayi et a ee , 
1,2—1 £ dry 
Er (a) (a) . 
Tal Pa» + Quyi ee dm 
Setzt man daher 
= dx dry 
=H / (n) E Se Eu 
F—-F(,2,..yn), F- F (2, Te, 72): 
IR x N dry 
— am) q = y™ De a UEY, 
na e ra den’ I Te” 
und benutzt die Identität (7) des § 48, so es 
dd, 
q “F +Z 06-9+% Ea 


Andererseits erhält man für das längs ai Curve % gebildete 


Integral J;5 
32 k 
u = — F; 


somit folgt: 


wo) Sa EA) r PiE ppt Eqo, 
Nun geht die Extremale 03 in @ über, wenn Ak e der Curve 
Q eine Osculation (n — 2) Ordnung hat, also z. B. wenn der 
Punkt 3 die Lagen 1 und 2 annimmt; Anfangs- und Endwerth 
der Grösse Jos + Jz, sind daher folgende: 


Jos + Jz = Joi FE dia 
dis + Ja ö = Ji + dia rt 
Daraus folgt, dass die Differenz 
Jos + Ss ‚=Au- 312 


dasselbe Vorzeichen wie die Grösse & hat, wenn diese für alle 
zum Vergleich herangezogenen Curven £ ein festes Vorzeichen 
besitzt, ohne jemals in der ganzen Länge einer solchen Curve 
zu verschwinden. Dann liefert die Curve & ein Maximum oder 
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Minimum des Integrals J gegenüber allen Curven Q, je nachdem & 
positiv oder negativ ist. Dass übrigens das Vorzeichen der Grösse 
& fest ist, folgt schon daraus, dass F, als von Null verschieden 
vorausgesetzt ist. Da nämlich p — p und q — q kleine Grössen 
sind, so Br man ge: 


P=r+0-9+ 4 AS I ZA du 


(eh) RENTE TCK g= g 


wobei das angeheftete m bedeutet, dass für p und g ein gewisses 
System von Werthen 

Pm =P H0 P — P) m= +0 A — 9 
zu nehmen ist, in welchen 9 zwischen — 1 und —+ 1 liegt. Da 
nun aber 


oF oF ie o2 F 


Dong LER Ta PERT 
òp? y' aF; öpòqg ey Eis òq? % F, 
so ergiebt die Gleichung (40) 
E = — z (Fi) {y Ø — p) — v (4 — g) 


§ 54. 


Wenn der zweite Factor des für & erhaltenen Ausdrucks ver- 
schwindet, so lehrt die Gleichung 


ar —-D — xy -z y'a) + e... — 24 ne yp F 
da die weggelassenen Glieder nur Ableitungen von höchstens 
(n — 1%}*® Ordnung enthalten, dass die Grösse w”—Ð für die 
Curve £ und die Extremale 03 denselben Werth hat, die Curven 
also eine Berührung nte Ordnung haben. Dies kann aber jeden- 
falls nicht längs der ganzen Curve Q überall eintreten. Denn 
ist in dem betrachteten Punkte 3 z.B. x’ von Null verschieden, 
so kann von den Grössensystemen 

2 a 

(41) en = | a o,0@,... aD, 
für jeden Werth von a das erste in eindeutiger Weise durch 
das zweite ausgedrückt werden; ebenso das zweite durch das 
erste abgesehen von der Fa e der Grösse 


dy 


O — arctg 14 
0 
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und die Functionaldeterminante 
o (w, pa. or29) 
„(day day dry 
(er de de) 
ist von Null verschieden. Setzt man daher für die Umgebung 
der betrachteten Stelle x = t, so unterscheiden sich die Deter- 
minanten 


FE ö (2, y, @, @', ....0®-9) A @, @,... a9) 
u EEE si: Ola,b,... k) 
und 
5 dy dr—1y 
0 (v > a) 
©. (b, sok) 


nur um einen endlichen, von Null verschiedenen Factor, und die 
letztere ist von Null verschieden. Wenn man daher den Ausdruck 


y= YA, Ar brak) 

nmal nach x differenzirt, so kann man die Constanten a, b, ... k 
eliminiren, und erhält eine für alle Extremalen des Feldes gültige 
Differentialgleichung 
(42) y® = ® [z, y, y’, Y=], 
deren rechte Seite jedenfalls in der Umgebung des für die 
betrachtete Abscisse x auf der Curve & erhaltenen Werthsystemes 
ihrer Argumente regulär ist; dieses Werthsystem werde durch & 
bezeichnet. Der Gleichung (42) müsste auch die Curve £ genügen, 
wenn sie mit der Extremale 03 überall eine Berührung nt Ord- 
nung hätte; die Extremalen des Feldes geben aber für den 
betrachteten Werth von x den Grössen y, y’, ... y*-» willkür- 
lich vorgeschriebene Werthe in der Nähe des Systemes ©, 
stellen also das allgemeine Integral der Gleichung (42) dar. Da 
nun auch auf der Curve Q das Grössensystem y, y’, ... y"-» in 
der Nähe der Stelle S liegt, so muss diese Curve an der be- 
trachteten Stelle mit einem Bogen einer Extremale des Feldes 
zusammenfallen. Da ferner die Grössen w, @',... 0-2 sich 
auf der Curve £ stetig ändern, so kann diese nicht aus Stücken 
verschiedener Extremalen des Feldes zusammengesetzt sein, und 
kann, da sie auch im Punkte 1 die Curve & in der nte Ordnung 
berührt, von letzterer nicht verschieden sein. 

Die Grösse & ist daher für jede von & verschiedene Curve g 
von Null verschieden, wenn dies längs der Curve & von der 
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Grösse F, gilt. Ein von Singularitäten freier Bogen einer Ex- 
tremale liefert also, wenn erstens ein Feld existirt, zweitens 
die Grösse F, nicht verschwindet, gegenüber den Curven % ein 
Extremum. Dieses entspricht bei den eingeführten Voraus- 
setzungen dem schwachen Extremum des § 17; auf das Analogon 
des starken würde man kommen, wenn nur die Grössen œ, o', 
... 0—2) auf den Curven £ und © benachbarte Werthe hätten. 

Dass nun eine Extremale wenigstens stückweise stets mit 
einem Felde umgeben werden kann, lehrt folgende Betrachtung. 
Ist z. B. x) von Null verschieden, so kann man zufolge der Be- 


ziehung zwischen den Grössensystemen (41) für a, b,... k die 
für x — t gebildeten Grössen 
“ dry 0 , dr tiy 0 Er A dan- Ay 0 
wo = FAI, y ee TTE se Y? N 


einführen; die Grösse 4 ist dann in der Nähe der Stelle 0 von 
Null verschieden, wenn dies für die Determinante 


Dina, ee YOT) 
5, pD, o. p=) 
gilt. Dass diese aber nicht identisch verschwindet, sieht man 
aus den Taylor’schen Entwickelungen 


0, œ 


0, œ 
(£ — 19)’ A EN Cn 
a A aar ara aa? a i a, 


a a 
welche zeigen, dass in ihr die niedrigste Potenz des Arguments 


£ — &, folgenden Coöfficienten hat: 


1 1 1 
n! (m+!  an—ı)!! 
1 1 1 

n— 1)! n! ana}. 
1 1 1 | 


Dass diese Grösse nicht verschwindet, ist leicht zu zeigen und 
folgt indirect daraus, dass es möglich ist, eine ganze ratio- 
nale Function (2m — 1)! Grades so zu bestimmen, dass sie 
nebst ihren Ableitungen bis zur (n — 1)ten Ordnung an zwei 
Stellen gegebene Werthe annimmt. 

Damit ist gezeigt, dass ein hinreichend kleines Stück einer 
Extremale, auf welchem F, von Null verschieden ist, immer 
ein Extremum der definirten Art liefert. 
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Beispiel. Aufgabe XII ($ 50). Ist t die Bogenlänge, so 
ist F der Krümmungsradius, und die früher für Pr, Q, ab- 
geleiteten Ausdrücke ergeben 

oF oF oF N i 
ma e E russ Dr eRe 


Setzt man ferner 
Te ETE 


24 —Yp 
so folgt 
p oq F 
also 
F? = (F c 
§ = — — + F— F F = — =. 


Nun stellt das Integral J die zu untersuchende Fläche positiv 
genommen nur dann dar, wenn der Krümmungsradius F' positiv 
und endlich bleibt; dann gilt dasselbe von F, da F — F eine 
kleine Grösse ist; & ist also negativ. Man hat ferner die 
Gleichung 

a i 2y'2 

òp? rn (ad — x" y’)? 
so dass F} zwischen zwei auf einander folgenden Rückkehr- 
punkten der Cykloide positiv ist. 

Eine zweifach unendliche Schar durch einen Punkt gehender 
Extremalen erhält man in folgender Weise. Im Coordinaten- 
system 7, y wird durch die Gleichungen 
(43) . Z = a (t — sint), y = a (1 — cost) 
eine Cykloide dargestellt, welche durch das Rollen eines Kreises 
auf der z-Axe entsteht, und im Coordinatenanfangspunkte 0 einen 
Rückkehrpunkt besitzt. Jetzt setze man 
(44) æ = T cosb — y sinb, y = T sinb + y cosb, 
dann beschreibt der Punkt (x, y) eine Cykloide, deren Basis 
eine beliebige durch den Anfangspunkt O gehende Gerade ist, 
und es ergiebt sich 

x = a {sin (b — t) + t cosb — sinb}, 
y = a {— cos (b — t) +t sinb Tanti, 


== = 2y Fs, Ti = 2 F», 


dz j 
d cos b u sinb At i 
dy — Fig (5?) 
sind TE + cosb -7 
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Diese Ausdrücke x, y, œ führen zu folgender Gleichung für 4: 


o (a Y, 5) 

P ab) 

|— acos (b — t) + acosb, — asin (b — t) + asinb, 1| 
sin (b — t) + tcosb — sinb, — cos (b — t) + tsin b + cosb, O| 
| acos (b—t) — at sinb — a cos b, a sin (b—t)+at cosb — a sinb, — 1 | 
sin (b — t) + tcosb — sinb, — cos (b — t) + t sinb + cosb 
— cos (b — t) cosb — t sin b, — sin (b — t) + sin b+ t cosb |" 


Diese Determinante braucht man nur für eine specielle Extre- 
male zu untersuchen; setzt man z. B. b — 0, so erhält man 
— dA = t — 2 (1 — cost) = 4 (5) — sin?žl, 

also eine positive Grösse, sobald ¢ von Null verschieden ist. Zu 
beachten ist aber, dass den Werthen t—= 0, t = 2x singuläre 
Punkte der Extremale entsprechen; es muss also, um auf das 
Eintreten des Extremums schliessen zu können, erstens die 
Formel (37) nach einer an sie geknüpften Bemerkung verificirt 
werden, was mit Hülfe der Formeln (43), (44) sehr leicht durch- 
zuführen ist; zweitens muss man sich auf Bögen beschränken, 
welche nicht bis an den Punkt t —= 2x heranreichen. Für einen 
Cykloidenbogen zwischen zwei auf einander folgenden Rückkehr- 
punkten zeigen dann die durchgeführten Rechnungen auf Grund 
der allgemeinen Theorie, dass er wirklich ein Minimum der 
Fläche J liefert gegenüber allen Curven, welche mit ihm End- 
punkte und Endtangenten gemein haben, und sich bezüglich 
ihrer Tangenten und Krümmungsradien von dem Cykloiden- 
bogen hinreichend wenig unterscheiden. 


— 1— 


§ 55. 


Eine verallgemeinerte isoperimetrische Aufgabe liegt vor, 
wenn das Integral J zum Extremum gemacht werden soll, wäh- 
rend der Werth eines anderen von derselben Form 


RG — f GE La w Y ae YN t 
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vorgeschrieben ist; dabei habe @ dieselben Eigenschaften, welche 
für F vorausgesetzt wurden und die Identität (3) hervorriefen. 
Insbesondere seien die Grössen Gi, R = Ry Ri .:- Ru 8 = So 
Sis --. Sn ebenso aus der Function G gebildet, wie F}, Po, .-. Qn aus 
F, so dass die Identitäten 


1,n 
G = D [Ra + Sy], 
a 


0,n 


de da JG 
R= R = sn ic " TE oa 
bestehen. Das gesuchte Extremum kann, wenn dieselben Stetig- 
keitseigenschaften der gesuchten Curve wie in § 48 verlangt 
werden, nur geliefert werden durch Stücke der Extremalen des 
Integrals J + AK, wobei A eine Constante bedeutet, also durch 
Curven, welche den Gleichungen 


P+AR=0, Q+riSs=0 


genügen und bei willkürlichen Werthen von A im Allgemeinen 
von 2%» — 1 Constanten abhängen. Dies lehrt die Argumentation 
des $ 32 mit einer sehr leichten Modification; ein anderer auf 
allgemeineren Principien beruhender Beweis wird in $58 gegeben 
werden. 

Um hinreichende Bedingungen des Extremums abzuleiten, 
nehmen wir an, durch den Punkt O gehe eine (n + 1)fache 
Schar von Extremalen, welche durch die Gleichungen 


ZU BA DER Oi 


dargestellt werden, 1 und 2 seien wie in § 53 zwei Punkte einer 
bestimmten dieser Extremalen, welche durch © bezeichnet werde, 
und Q eine Curve 12, welche dem der Curve © angehörigen 
Bogen 12 in derselben Weise wie in § 53 benachbart ist, und 
ausserdem die Gleichung 


(45) Kı: e Eys 


ergiebt, wobei links über Q, rechts über © integrirt wird. Ist 03 
eine Extremale der Schar, längs deren die Integrale Jas, Kos 
gebildet sind, ist ferner 3 ein Punkt der Curve Q, und sind a, b, 
.. k, A Functionen der Grösse t, welche dieselbe Bedeutung habe 
wie in $ 53, so hat man an Stelle der Gleichung (38) 
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AT, art 1,n dxa) dya» 3 
wS ae +] 


dr 


(46) 
+f di (PE+ Q 2), 


und analog 


AR en dx) dy@a—=» |3 
dt = X |R dr +8 —| 


E fa (RE+Ss2) 


(47) 


Wir bestimmen nun die Extremale 03 durch die For- 
derung, dass sie nicht nur zur Curve % dieselbe geometrische Be- 
ziehung haben soll, wie in $ 53, sondern ausserdem der Grösse 
K,; + K,,, deren letzter Summand sich auf Q bezieht, einen 
constanten Werth geben soll. Das ist möglich, wenn längs der 
Curve Œ, abgesehen vom Punkte 0, die Functionaldeterminante 


re (É n, @, @, ... DED, Kos) 
d (t, a,5b,...k,A) 


von Null verschieden ist. Dann kann man nämlich die Grössen 
E, n, ©, ... 0—2, Koş, welche zu irgend einer zwischen 1 und 2 
liegenden Stelle 4 der Curve & gehören, durch Abänderung der 
Argumente t, a, ... k, A um beliebig gegebene Beträge wachsen 
lassen, so lange diese gewisse Grenzen nicht überschreiten; z. B. 
kann man, wenn der Punkt 3 auf der Curve Q dem Punkte 4 
benachbart ist, die Grössen é, ... @*-2 in die entsprechenden, 
auf der Curve & zum Punkte 3 gehörigen, K,, aber in den 
benachbarten Werth Kos — Ko, + K,; übergehen lassen, in 
welchem sich der erste Summand auf ©, der zweite auf Q be- 
zieht. Alsdann ist & der Gleichung (45) zufolge Anfangs- und 
Endlage der Extremale 03, und man erhält 


UK FE) __dK: dx AN 
er dt Br; e; s ( rda "den 


Multiplicirt man diesen Ausdruck mit 4 und addirt ihn zu 
dem analogen, mit J gebildeten, so ergiebt sich den Gleichungen 
(46), (47) zufolge, indem die Bezeichnungen des § 53 gelten, 


3 


= 
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(Io; > Jaza) _ 


REN ek 
FLAG | 

-- L ) q0- F-—1G= 
Die rechte Seite dieser Gleichung ist der oben definirte Aus- 
druck &, gebildet für die Function F + 4G an Stelle von F; 
hat derselbe ein festes Vorzeichen, so gilt dasselbe von der Diffe- 
renz Jio — Jia Ist ferner F, + 4G, längs der Curve © von 
Null verschieden, so verschwindet &° nach § 54 nur dann längs 
der ganzen Curve £, wenn ausser den Gleichungen (39) noch 
folgende gelten 


Vo dry 


— 1m) — — yn: 
din rg 
dann hat man für = 1,2,..n —1 
dt da dà i 
ot 1) (a—1) T 1) (a 1) 
er dt 7% dr a T dr mar 


nebst zwei weiteren Gleichungen, die entstehen, wenn man in 
der letzten @@-D durch £ und n ersetzt. Ferner ist nach (48) 


d Ko; a dK; _ (n) , wj ô Kas 
E e ah hr T 
Diese Gleichung giebt, wenn man sie in der Form 
Kos dt aka da ers nA A 
RITTER 


schreibt, zusammen mit den n + 1 vorhergehenden n -+ 2 lineare 
homogene Gleichungen für die Grössen 

dt da db di 

de re S T 
deren Determinante 4°, also von Null verschieden ist. Diese 
Grössen verschwinden also, d. h. © und! fallen zusammen, wenn 
& überall verschwindet. 

Hinreichende Bedingungen dafür, dass der Bogen 12 das 
gesuchte Extremum liefere, bestehen also darin, dass 4° von Null 
verschieden, und 8° von festem ‘Vorzeichen sei; erstere Grösse 
kann auch hier mit einem beliebigen Parameter t gebildet werden. 


Aufgabe XIII. Die Gleichgewichtsfigur einer ebenen 
elastischen Feder bei gegebenen Endpunkten und Endtangenten 
zu bestimmen, wenn die potentielle Energie, auf die Einheit der 
Bogenlänge bezogen, durch das Quadrat der Krümmung ge- 
messen wird. 
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Die gegebene Länge der Feder ist 
K = | Yr 4 y" dt, 
die Energie, wenn ọ den Krümmungsradius bedeutet, 


ys? +y? dt 
Yel Ti 


’ 


dabei ist 
+ y a ENT 
2 —— — 1 = . 
ọ ay — a e Fyra yEy +4) 
Da x und y in den Integranden nicht vorkommen, hat man für 
die Extremalen des Integrals J + AK nach § 50 die beiden 
ersten Integrale 


P,+ıR=a 9 +19 =b; 


da ferner 
ER nl _—2y (@y Sa. g): 
2 (w2 + y") 
G aip m ES BERN ZEN, 
7 (m2 + y) 


so ergiebt die Identität (7) oder 
F+3rG=(P HAR) E HLO HAB F Pat AR) a" 
+ (Q F AB) y" 


mit Berücksichtigung des Ausdruckes für ọ? die Gleichung 


1 a7 R - ' 2 yx? '2 
+ NER VE ar Hy HE 


’ 


1 
yr? + y'? 0? ’ 
oder, wenn « und œ dieselbe Bedeutung wie in $ 52 haben, und 
ds das Bogenelement ist, 


49 A os (© ) — bsin (v + a ne a 
(49) 4 — acos(w + a) — tos amli) 
do 


YA — acos (© = œ) — b sin (© — a) 


== | cos (o +o)ds, y = | sin (w + w)ds, 
so ergiebt sich 


(50) ds. — 


Da nun 


wpa 
cos o do 


67 pim H E r 
j wiag — acoso — bsin o 


Q 
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w4 a 
sin © do 
Y == +Í — 


VA — acos o — bsin w` 


Diese Gleichungen stellen eine Schar von Extremalen dar, welche 
vom Punkte 0 mit constanter Richtung ausgehen, also, wenn man 
2, a, b variabel lässt, eine Schar von der in der allgemeinen 
Theorie verlangten Beschaffenheit. Als Parameter ¢ erscheint 
die Grösse w selbst; man hat daher 


Ben © (x, Y, ©, Kos) KTE ò (x, Y, Eaa) 


Aha : — 
ò (©, a, b, A) 0 (a, b, A) 
und aus der Formel (50) ergiebt sich 
w+ a 
2, =Í a ee =? 
YA — acoso — b sin w 
Die Berechnung von 4° bietet offenbar keine Schwierigkeit dar; 
setzt man 
YA — acoso — bsin o = y, 
PE si F ete ii 
1a — [ode u = 9 v 
| gr? i y? Er vo’ 
x uta p w+a P x 
cos © dw sin © do 
M=] p? = N, 
so ist y x 
| Ar ETE 
= Bee BB EN 
Im 0 a+0 
>. TER 2 AAEN. i | 
=|B 0 N|+(4-+0)(AC—B). - 
EN o] 
Die Grösse & ist negativ, da 
BEI EEE HAN. de 
òq? yo" (ap yi 


positiv ist; es ist also ein Minimum der potentiellen Energie 
und damit stabiles Gleichgewicht vorhanden, wenn die Gleichung 
4° = 0 längs der Feder nur die Wurzel t = 0 besitzt. 
Die gewöhnliche Gleichung der elastischen Curve erhält man, 
wenn mittelst der Gleichungen 
Kneser, Variationsrechnung. 15 
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c = Va + b, a = ccosß, —=csıinß, 

x = x cos p + ysinß, y = — xsinß + ycosB 
ein neues rechtwinkeliges Coordinatensystem eingeführt wird; 
offenbar ergiebt sich 


2% f cos (œ — p) do 
l ra N: 
PAREN S MEA sin (o — P) do 
* |, YA — ccos (o — B) 


[77 


Das zweite Integral ist auszurechnen und & erscheint als ellip- 
tisches Integral zweiter Gattung mit dem Argument y. Man 
kann auch sagen, dass die Coordinatentransformation den all- 
gemeinen Fall auf den speciellen, in welchem b — 0 ist, zurück- 
führt; in letzterem sind die Integrale B und N durch elemen- 
tare Functionen auszudrücken. 

Beiläufig erhält man, wenn man die Gleichung (49) nach 
s differenzirt, 


[asın(@ + «) — bcos(w + «)] = = a 
oder, da ọdo = ds, 
. BER da _ 2 dọ 
asin(o + «) — bcos (o + «) = 975 u Aea 03 ds’ 


also, wenn man integrirt, 
> = ay — bx + const., 


eine Gleichung, die eine Haupteigenschaft der elastischen Curve 
ausdrückt. 
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Die allgemeinsten Probleme der 
Variationsrechnung bei einer einzigen unabhängigen 
Variablen. 


§ 56. 
Das Problem des zweiten und dritten Abschnitts kann in 


folgender Weise formulirt werden. Die Grössen z und y sollen 
als Functionen von æ so bestimmt ee dass die Gleichung 


dz _ f(e 2) 
ar 7 ‚Y; d 


besteht, und, wenn die Werthe der Unbekannten für æ = x, und 
æ — x, durch die Suffixe O und 1 bezeichnet werden, bei ge- 
gebenen Werthen yo, Zo yı die Grösse z, ein Extremum wird. 
Aehnlich verlangt das isoperimetrische Problem, unter Voraus- 
setzung der Gleichungen 


dz dy\ du dy 
a AR Fr , T= =g (zy F) 


und bei gegebenen Werthen %9, Zo, Wo, th, Yı die Grösse zı zu 
einem Extremum zu machen. Die Aufgabe des sechsten Ab- 


schnitts für n — 2 kann so ausgesprochen werden, dass die 
Gleichungen 

dz du dı 

tanz ’ =u 


vorgeschrieben, die Werthe Yo, Yi, Uo, %ı, Zo gegeben sind, und 

wiederum z, ein Extremum werden soll. Ein den aufgeführten 

verwandtes, aber den bisherigen Methoden nicht zugängliches 

Problem erhält man, wenn ein Integral, dessen Integrand von 
15* 
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der Länge der gesuchten Curve abhängt, zum Extremum gemacht 
werden soll; z. B. das Integral 
© 


da 
0 = [7 (z Y, H, s). 


x 
wobei gesetzt ist á 


offenbar sind die Gleichungen 


= =f (a á Toe o), G= + (7 ae) 


gegeben, und die Werthe Yo, Yı, @9, 6, vorgeschrieben, während o, 
zu einem Extremum gemacht werden soll, 6, aber keiner Be- 
schränkung unterliegt. 

Alle diese Aufgaben sind specielle Fälle der folgenden sehr 
allgemeinen. Es seien Yo, Yı --- Yn—ı unbekannte Functionen 
von x, welche den r + 1 Gleichungen 


dy, dy Au no: An 
WPa Q I ee ET rer” j= Oe N r) 


unterworfen sind. Die Werthe der Grössen Yo, Yı, Ya +++ Yn—ı 
seien für & —= x, gegeben, ebenso die Werthe einiger von ihnen 
für x—zx,. Dann sollen die unbekannten Functionen so bestimmt 
werden, dass der Werth von y für x = x, ein Extremum wird. 
Denkt man sich längs der gesuchten Mannigfaltigkeit &, Yo,- -- Yn—ı 
als eindeutige Functionen eines Parameters ¢ dargestellt, und 
schreibt y, für x, so sind die obigen Gleichungen in der Form 


(1) Pa (Yor Yır --- Ym Yos Yis +++ Yn) = 0 

enthalten; die Functionen @, seien in den Grössen y’ homogen 
von der Dimension g. Um sicheren Boden zu gewinnen, setzen 
wir ferner voraus, die Grössen y seien stetige, mit stetigen ersten 
und zweiten Ableitungen versehene Functionen des Arguments t; 
durchläuft letzteres das Intervall von t bis £,, so seien durch 
jene Functionen stets solche Werthsysteme 

(2) Yos +- Ym Yor +++ Yn 

definirt, für welche sämmtliche Functionen 9, regulär sind; 
die Gesammtheit dieser Werthsysteme heisse W. Setzt man 
sodann 
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dreh, 

so sei die Determinante 
— Ô (Po Pi ++ Pr) 

D (Yo Yan ++. Yr) 
für die bezeichneten Werthsysteme (2) von Null verschieden, die 
Gleichungen (1) also nach yo, Yi, ... y, auflösbar. Unter den 
Grössen %,, ... Yy seien endlich diejenigen enthalten, deren Werthe 
für t — t, nicht vorgeschrieben sind, etwa die Grössen Y+1, 
Ys+2% ++: Yr, So dass allgemein die Relation 

essen 

gilt, und im Falle r = s alle Unbekannten ausser yọ auch für 
t — t, gegeben sind. Bei dem oben bezeichneten isoperimetri- 
schen Problem hätte man z. B. 


(3) 2 am Poo P11 AT Prr 


nE EE ne. ed N EE N Ze 
beim Problem des Integrals œ dagegen 
s= 0, r=1l, n= 3, 0 = Yo 6 = Yn Y = Yn T= Jz. 
Allgemein bezeichne jeder der Indices a, b,c, ... fortan 
eine bestimmte Zahlenreihe, und zwar sei 
a | FE Fee 
bel... 
E en, 
i=er+lr+2..n 
a ae Fu ; 

Um nun zu untersuchen, ob ein Functionensystem von der 
angegebenen Beschaffenheit ein Extremum des Werthes von yo 
für t — t, ergiebt, ersetzen wir dasselbe durch das System 
Y + Ayp, für welches in dem ganzen Intervall von tọ bis £, die 
Gleichungen 


(4) Pa (Yo + A Ys, Yı + Ays) = 0, 
an den Grenzen aber die Gleichungen 


to ti tı ti tı 
5) 2y\ = 0, Ay = 0,9 Ne Re, 
bestehen. Die Gleichungen (4) können geschrieben werden 
0n 
(6) D (YA + Pas Ayo) + [AY Ayl = 0; 


b 
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sind also die Grössen Ay, als Functionen von t gegeben, so sind 
die Grössen A Yo JAYyı, -.. /y, durch ein System von r +1 
Differentialgleichungen erster Ordnung bestimmt, und zwar völlig, da 
ihre Werthe für t — tọ gegeben sind; aus den letzten Relationen 
(5) sieht man, dass, sobald s von Null verschieden ist, die Grössen 
Ay, nicht völlig willkürliche Functionen von t sein können, da 
jene Gleichungen im Allgemeinen nicht zu erwarten sind. Soll 
das gesuchte Extremum durch die betrachteten Functionen yp 


$ EE ; 
geliefert werden, so muss offenbar Ayo | ein festes Vorzeichen 


besitzen. 

Die weitere Argumentation knüpft sich nur an die Gleichungen 
(5), (6) und beruht darauf, dass die linken Seiten derselben 
reguläre Functionen der 4 (n + 1) Grössen y, y', Ay, Ay’ sind, 
während der Umstand, dass Pap und Pap partielle Ableitungen 
einer Function ø, sind, nicht benutzt wird. Lässt man letztere 
Voraussetzung fallen, so verallgemeinert sich die oben formulirte 
Aufgabe beträchtlich, indem Bedingungsdifferentialgleichungen 
nicht nur für die unbekannten Functionen, sondern theilweise 
auch für die Incremente gegeben sind, welche jene Functionen 
beim Uebergang zu benachbarten Mannigfaltigkeiten bestimmter 
Art erhalten; es werden damit diejenigen Mannigfaltigkeiten de- 
finirt, denen gegenüber die ursprüngliche M ein Extremum von 
Ya ergeben soll. Solche Probleme mit nicht integrirbaren Be- 
dingungsgleichungen kommen in der Mechanik vor. 

Aus den Gleichungen (6) ergeben sich nun, da die Deter- 
minante (3) für die in Betracht kommenden Werthsysteme nicht 
verschwindet, Ausdrücke für yo, Syı, -.. Sy, in der Form 
(7) Ay = [4y Sy Yo — N, Yo — nih = Eu 
wenn t= T, Ys — Ne, Yo — n, irgend eine Stelle der Mannig- 
faltigkeit M ist. Die Reihen R, mögen für alle zwischen tọ und 
t, liegenden Werthe von r convergiren, wenn die Argumente, 
gleichviel ob reell oder complex, dem absoluten Betrage nach 
die positive Constante œ nicht überschreiten; dies kann, da 
die Argumente Yp — nv, Yo — nn stetige Functionen von t sind, 
theilweise dadurch erreicht werden, dass zunächst 
(8) ERIN. 
vorausgesetzt und unter ß eine passend gewählte, von t unab- 
hängige positive Constante verstanden wird. Fügt man zu dieser 
Ungleichung die F orderung 
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(9) [an| Sa |A| S o 
so haben die Reihen R, Werthe, deren absoluter Betrag unter 
der weiteren Bedingung 
IIu|<e 
eine gewisse positive Constante y nicht überschreitet. 
Speciell werde nun gesetzt 

0, m 
(10) AY = 8n Ah = D, intın; 

m 
dabei seien &„ reelle oder complexe Constante, Um reelle, 
zwischen tọ und {, stetige, mit stetigen ersten Ableitungen ver- 
sehene Functionen von t, welche für t = tọ und t = t; ver- 
schwinden, und dem absoluten Betrage nach ebenso wie ihre 
ersten Ableitungen unter der festen positiven Grenze g ver- 
bleiben. Ist dann & eine positive Constante, und 


& 
a a ea 


so bestehen die Ungleichungen (9); die Reihen fa (Zo, 21, --- Zr); 
in welche die Ausdrücke R, durch die Substitution (10) über- 
gehen, sind Potenzreihen der Argumente Z, €m mit stetigen Func- 
tionen von t als Üoäfficienten, und convergiren, wenn t dem 
Intervall (8) angehört, bei der Annahme 


| 2a | < &; 
dabei gelten die Ungleichungen 
(11) A 2:9) | <?- 


Hieraus kann folgender Schluss gezogen werden. Die Grösse œ 
werde so in zwei positive Summanden zerlegt, dass 


u = h +, 0< 20 < m. 
Wenn dann angenommen wird 


(12) ||] < % || <a, | Za — Za | < 20, 


wobei Za und 2, reelle oder complexe Grössen sein können, so 
kann man entwickeln 


or 
Fa (Zo, an Zr) -WR (Zo, Ely se Zr) +5 (Za ari Za) Me 
€ 


Moe = [Zo TE A Zi -2 ĉi; ... 2 = Zr) 


und es bestehen nach einem Fundamentalsatz der Functionen- 
theorie die Ungleichungen 
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1 | rat, 
uin!... aT 

Die Glieder der Reihen M,. sind daher dem absoluten Be- 
trage nach kleiner als die entsprechenden gewisser convergenter, 


nach positiven Potenzen von = fortschreitender Reihen mit 
2 


positiven Gliedern, welche nur von y, œi, &, nicht aber von t 
abhängen. Es giebt daher eine von r unabhängige Grösse yə von 
der Beschaffenheit, dass bei der Voraussetzung (12) immer 


0,r 
(13) | fa (Zo, Zis Si Žr) — fa (2o, Zis epia Zr) | en Yo > | Ze — 2e |. 
Š 


Jetzt fixiren wir t irgendwie, zerlegen die Grösse œ, in 
zwei positive Summanden, so dass 
% = 0 + Oys æ; > 0, >60, 
und bestimmen ein System von Lösungen der Gleichungen (7) 
oder 


(14) RN E N 
für welches 
(15) Za = Zu = [el: | Zao | e Oz. 


Einem Gedanken von Picard folgend, definiren wir allgemein 
t 


Zanti = Zao + | I: (Zon, Zim Zrn)dt 
P a a 
Dann giebt die Relation (11) zunächst, wenn 


(16) | Zan | <a 
die Folgerung 


und nehmen an 


|ant — 20 | = boy; 
wählt man also ß, so klein, dass 


(17) Bor < O4, 
so folgt mit Rücksicht auf die letzte Relation (15) 


EEE TEE N L E E 


so dass die Beziehung (16) allgemein gilt. Sodann ergiebt die 
Gleichung 
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t 
Bantir ~ fan =| dt (fa (Zom fime Zrn) 
T 
ze Ja (20, n— 1} Z1, n— 1, FR Ar, sa 


auf Grund der Relationen (13), (16) 


0,7 
| Aa,n+ı — Ban | = Bo Yo >, | Ben — Ze, n—1 |, 
e 


Gr 0, r 
>> | Ze ntr —— ?en | < (r -+ 1) BoYo >> | Zen Oe Aa 
e e 


Nimmt man daher weiter an 


wF ID) physx i 
was offenbar, ebenso wie die Ungleichung (17) erreicht werden 
kann, indem man unter f, einen nur von &,, Y, Yo, nicht aber 
von t abhängigen positiven Werth versteht, so sind die Glieder 
der Reihe 


0, œ 
(18) Zao + bJ (Za, nti ma n) 
n 


dem absoluten Betrage nach kleiner als die entsprechenden 
einer convergenten geometrischen Progression, deren Verhältniss 
(r +1) oyo ist; die Reihe convergirt also in dem ganzen 
Gebiet 
le —-:|<P. Penha E, 

in welchem &,„ auch complexe Grössen sein können, gleichmässig. 

Da nun die Reihen Ra kein von Ay, und 4y, freies Glied 
enthalten, also gesetzt werden kann 


ATE A son Br) [Ro Au rc er Arsch 

so ist auch 

Fa (200 210 +++ Zro) = lah 
und dieselbe Form haben alle Grössen z,„ mit stetigen Func- 
tionen von ¢ als Coëfficienten; nach dem Weierstrass’schen 
Doppelreihensatze kann also auch die Reihe (18) in eine ein- 
fache Reihe [£], umgewandelt werden, und aus der gleichmässigen 
Convergenz bezüglich des Arguments ¢ folgt, dass bei passender 
Wahl der Grösse &, unter der Voraussetzung 


(19) | Em | < fo |t — z |< bo 
der absolute Werth des Ausdrucks (18) unter einer vorgeschrie- 
benen Grenze, z. B. unter «,, liegt. 
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Endlich ist klar, dass die Ausdrücke (18) ein System von 
Integralen der Gleichungen (14) darstellen; bezeichnet man sie 
nämlich durch z,, so hat man oftenbar 

t 


Za = lim Zan = Zao + lim Ir (Zo, n= i Z1,2—1 pee Zr,n—ı) di 
n = œ 


n= œ I= 


t 
= Zao E7 (242, ++ &) dl, 


womit die ausgesprochene Behauptung erwiesen ist. Die Glei- 
chungen (14) zeigen jetzt, dass auch die Grössen z4 in der Form 
[e]ı darstellbar und stetige Functionen von t, &% -.. Em Sind. 
Dasselbe gilt auch von 02,:0&,.; denn besteht z. B. in dem 
Gebiet (19) die Ungleichung 


h,h+k 
y (2a, ipi Ea n) = 6, 
n 
so ist in dieser Summe der Coëfficient von cte} ... dem absoluten 


Betrage nach kleiner als 6&z1"-4""; die Summe der ent- 

sprechenden Coëfficienten in allen Ausdrücken Zan+1ı — Zan ist 

also ebenfalls gleichmässig convergent, wenn ¢ von t — ß, bis 
t + ß, läuft. Die Ableitungen 

Ò Za Ò Za fa O Za 

HM’ Fen Dim (3) 

existiren also und sind stetig z. B. in der reellen Umgebung der 

Stelle t = r, êm = 0; daraus folgt nach einem Satze von 

Schwarz, dass auch die Ableitung 

Ò A) 

òt a Em 


existirt und der dritten jener Grössen gleich ist. Setzt man also 


0, m 
Za = >, Vam Em + [&) 


m 
so sind Vam stetige, mit stetigen ersten Ableitungen versehene 
Functionen von t. 
Die Voraussetzung (15) ist nun zunächst erfüllt, wenn t= to, 
Zao = 0 gesetzt wird; ein Integralsystem von der angegebenen 
Beschaffenheit existirt also jedenfalls in dem Gebiet 


b stsuo-+ Bo EEG? 
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und giebt für t— te + ß, Werthe z, für welche 


| Za | <l Ogs Za = [e]. 

Setzt man daher z — to —+ ß,, so gelten die Relationen (15), und 
man kann das Integralsystem, unbeschadet seiner Eigenschaften, 
bis zum Werth it, + 2ß, fortsetzen, wobei aber &, möglicher- 
weise verkleinert werden muss. Wiederholt man diese Erwägung, 
so erhält man, da ß, von r unabhängig ist, nach einer endlichen 
Anzahl von Schritten einen Werth p und ein Integralsystem z,, 
welches in dem ganzen Intervall von tọ bis t, die oben be- 
zeichneten Eigenschaften bei der Annahme | ém | < éo hat; man 
kann 2, — A Ya setzen, da I/y, ebenso wie Z, für t = t, ver- 
schwindet, und die Systeme (7), (14) bei der Annahme (10) zu- 
sammenfallen. 

Haben so die sämmtlichen Grössen 4y, die Gestalt [e], und 
erhält irgend eine Grösse w den Zuwachs /w, wenn man ys durch 
Ys — Ay, ersetzt, so wollen wir durch dw den Ausdruck be- 
zeichnen, der übrig bleibt, wenn man alle Glieder weglässt, welche 
in den Grössen € von mindestens zweiter Dimension sind. Da- 
nach hat man speciell bei dem oben betrachteten System Ay 


Ò Ya = Ay, Ò Ya = >) Vam Em; 
m 


wenn Aw eine Reihe [e], mit stetigen und differenzirbaren 
Functionen von ¢ als Coefficienten ist, so gilt die Gleichung 


döw 

dt 
Die durchgeführten Entwickelungen schaffen eine sichere Grund- 
lage, auf welcher man mit dem Zeichen ô an den durch die 
Gleichungen (1) verbundenen Grössen y, y’ operiren kann, wie 
mit dem Zeichen der Differentiation nach einem von ¢ unab- 
hängigen Parameter. 


= dw”. 


8 57. 


Bei der definirten Bedeutung des Zeichens ô ergeben die 
Gleichungen (6) 


0,n 
>, (pasy + Pasð y) = 0, 
b 


also, wenn man mit irgend welchen Factoren u, multiplicirt 
und addirt, 


www.rcin.org.pl 


236 Siebenter Abschnitt. S 57. 


or 0,n 
S m X (Patyo + Fasdyı) = 0 
a b 


oder nach der für das Zeichen ò geltenden ee 
0r 


(20) = on 5 |e UaPat — ED 5 Son Dut 


a 


Bestimmen wir nun die Multiplicatoren so, dass 
0, r 


d Pae 
(21) bS le. Pae — ui 2] = 0 end 1.5 


a 


so sind hiermit r + 1 lineare homogene Differentialgleichungen 
angesetzt, in welchen die Determinante der Coefficienten der 
Grössen u, den Werth 


=> + Poo P11 epe Prr 
hat, also nicht verschwindet. Man kann daher r + 1 Integral- 
systeme 
(22) Wao Ham +++ War 


bestimmen, in denen der zweite Index die Systeme, der erste die 
Individuen innerhalb eines Systems unterscheidet, und annehmen, 
dass die Determinante 


Die) = >) E kooli <--> Urr 


von Null verschieden ist. Dass die Grössen u in dem ganzen 
Intervall von t, bis t, stetige Functionen von £ sind, folgt daraus, 
dass die Gleichungen (21) für die Grössen u, lineare Formen 
der Argumente u, ergeben, deren Coefficienten in dem bezeich- 
neten Intervall endlich und stetig sind. Die Gleichung (20) 
ergiebt jetzt 


r+1,n iE a 
Da D [unpa Ti Fos Pas) + Ti D Sudan 
WE.) 


also auch, indem man von t bis ¢& integrirt, 


0,n or © U rln d (Use Pad) 
>23 waas | ih >> 793 [a9 ae Par — |, 


oder, da Er Grössen i für t — tọ verschwinden, 


t 
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0n 


== > 3 Tal 


(25) ho y+ın 0,r 


d qe Pa 
eme d far > Ò Yr >: las: Pad ei Pe]. 
ti d q 


Setzen wir, um hier die keiner Beschränkung unterworfenen 
Variationen ÔYs+1, Ò Ys+2 .-. ÔYr aus den s+1 ersten Gleichungen 
wegzuschaffen, 


l u a‘ c=s-+J,..r 
(24) >> Mag Pac | —— 0, (; ne 0, ji 6. te sr 
so kann dieser Forderung durch passende Wahl der Grössen (22) 
stets genügt werden, olıne dass die Determinante D(u) ver- 


schwindet, und die ersten s + 1 Gleichungen (23) ergeben, da 
die Grössen y für t = t, verschwinden, 


0,8 Gr 
(25) Yö Y>, un Parl 
f a 


r+l,n 


ja Dos > ee uns] 


ne = UL; 8) 
Die Determinante der (s + 1)? Grössen 
0r ir t 
(26) > Uag Paf 


a 
ist von Null verschieden. Denn zunächst gilt dies von der De- 
terminante der (r — 1)? Grössen 


0,r k l 
(27) pa Haea | ’ (e, 1t = 0, i, ... e) 
a 


deren Werth offenbar 


” E Uoo Uii =». er D) % Poo Yıı ... Prr 


ist. In dem System (27) verschwinden nun nach (24) die 
Glieder, in welchen e eine der Zahlen 0, 1, ... s, und i eine.der 
Zahlen s + 1, s + 2, ... r ist, also, wenn der Index e für die 
Horizontalreihen constant ist, alle Glieder, welche den ersten 
s + 1 Horizontalreihen und den letzten r — s Verticalreihen 
angehören. Die Determinante ist also das Product der beiden 
Determinanten, welche aus den in den ersten s + 1 Horizontal- 
und Verticalreihen und den in den letzten r— s Horizontal- und 


tı 
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Verticalreihen stehenden Gliedern gebildet sind. Erstere ist aber 
die Determinante der Grössen (26); sie kann also nicht den Werth 
Null haben. Aus den Gleichungen (25) lassen sich daher die 
s + 1 Grössen Öy; " folgender Form berechnen: 


y 0,8 +1, a ar d (Wag Par) 3 
an 2 nD [mn = | 


wenn man EN ne 


Pa >> Gala (a = 0, ... r), 
g 


so ergiebt sich 
1 r+ln 0, r 


d Vai Po 
(28) òy: l” =] dt >> >> rip: s rl]. 
Dabei bilden die rei 


Vor, Vifa ++ Vrf 
ein System von Lösungen der Gleichungen (21), da dies von 
jedem der Systeme 


Uogs Wigs -s Urg 
gilt; multiplicirt man ferner die Gleichungen (24) mit c;, und 
summirt über g, so ergiebt sich 


0,8 Qr 
nS: t 
p Cig > Mag Pac 
8 a 
sa t en ti 
bi Pac F Ci g Wag — >} Vaf Pac | = 
a 8 a 


Da nun f und g dasselbe Ziffernsystem bedeuten, so bleiben die 
Gleichungen (24) erhalten, wenn man u durch v ersetzt. Der 
Vollständigkeit halber setzen wir noch l 
a E a 
ac Macs Pad Mad; ber+l..n 
dann sind die (r + 1)? Grössen vae linear durch die wae mittelst. 
des Coefficientensystems 
a EEE >: 7 a ak TE 
re DO 


EN 


oder 


EL. 
Ve rs CAE AA, EN 
VE RR SE 3 


© 
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ausgedrückt, dessen Determinante den Werth 


ei A a r i e OFS 


hat, also bei der Entstehungsweise der Grössen c von Null ver- 
schieden ist. Es ist daher auch die Determinante 


ti 
> Edi + .- Ur 


von Null verschieden, und die Grössen v haben alle für die 
Grössen u vorausgesetzten Eigenschaften. 


t 
Die vorgelegte Extremumsaufgabe verlangt nun, dass 4yo 


ein festes Vorzeichen habe, wenn alle Grössen Ay für t = to, 
und alle mit Ausnahme von Iy,, Iys+ı, AYs+o ... Sy, für t = tı 
verschwinden. Bei der im vorigen Paragraphen definirten Ab- 
änderung 4 verschwinden für t — t, die Grössen Ay, von 
selbst; es bleiben also nur die Gleichungen 


ti t 


(29) Ay = Ay 


ti 
= Ae = 


t 
unter deren Voraussetzung 4y, | ein festes Vorzeichen haben soll. 


Nun ist nach Definition 


Ay=dy + [e], Ays = yo + [E] 
Sieht man daher die Grössen u als fest, die Constanten & als 
verfügbar an, so lehrt der Satz des $ 7, dass aus den Gleichungen 


(30) Ò yı 


wenn man sie als lineare Relationen zwischen den Grössen & 
ansieht, die Gleichung 


(31) Ò Yo 


folgen muss. Um die Gleichungen (29) erfüllen zu können, ver- 
fügen wir über die bisher unbestimmte Anzahl der Grössen & 
so, dass sie die Anzahl jener Gleichungen übersteigt und setzen 


ti 


ar en Ò Ys 


tı 


BLC ÖY Dee 0, 


t 


=o 


m = S, 


0,8 
op = > Eg Ung; 
g 


so dass 


definiren wir ferner 
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ti r+l,n 


\ d a Pa 
Willu) = | dt >> Ung S ron — EUP), 


so ergeben die F akii (28) 


GN n s r = 
tı u 2 ` d (Vai Pan) 
òn | "ED (3 et) D [varpa — = a | 
to d 8 a 
t r+l,n 


Te -5 Eg | dt > Udg 5 Bez = use] 


0,8 
> > Mi); (=... 8) 
g 


bei der angegebenen Beziehung zwischen den Gleichungen (30), 
(31) folgt daher 

Wa (uo) Wao (u) ».. Wo (us) | 

W, (uo) Wi (u)... Wi (us) 


| Wil) Wa Gin). Wen) 


Die Functionen u sind nun keinen anderen Beschränkungen 
unterworfen, als stetig zu sein, stetige erste Ableitungen zu haben, 
und für t=t, und t = t, zu verschwinden; sind daher C von 
den Functionen tho unabhängige Grössen, so hat man 


0,8 
53 C; Wi (w) = 0 
f 
oder nach der Definition der Ausdrücke W 


i d (Vaip: 
Vaf Pado — Pepel] — 0 


oder endlich, wenn man 


0,8 
>i Civi = ka 
f 


setzt, 
t r+l,n 


d (Aapa 
| dt > Udo £ Ka a ar] = 0. 
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Lässt man alle Grössen to bis auf eine identisch verschwinden, 
so ergeben sich hieraus durch die Schlüsse des § 8 die Glei- 
chungen 


(82) 


07 2 

> [hpn A agas) = 0, 

da wir voraussetzen, dass die Grössen y, y', y” längs der be- 
trachteten Mannigfaltigkeit M stetige Functionen von ¢ sind. 
Sodann sind die Grössen A, in derselben Weise aus den Grössen 
v,; zusammengesetzt, wie diese aus den Grössen waf; die oben 
durchgeführte Argumentation lehrt daher, dass die Grössen A, 
Lösungen des Systems (21) sind, welche den Gleichungen 


DE Kr t 
(33) >, lapat =o0 ke: E AE 


genügen; fügt man jenes System zu den erwiesenen Gleichungen 
(32), so sieht man, dass die r + 1 Grössen 4, den n + 1 
Gleichungen 


0r 


6 N EZ a] = o Gami i 


a 

genügen. Das Zusammenbestehen der letzten beiden Gleichungs- 
systeme bildet also für eine Mannigfaltigkeit M von den an- 
gegebenen Stetigkeitseigenschaften eine nothwendige Bedingung 
des gesuchten Extremums. Diese ist übrigens, wie man leicht 
sieht, von selbst erfüllt, wenn die Grössen C; identisch ver- 
schwinden. i 

Nimmt man jetzt wieder an, dass Pap und Pap partielle Ab- 


leitungen der Function @, seien, und setzt 
or 


02 
Q sE 9, u = Sy’ 
so ist offenbar 
(35) 2—=0 
und werden die erhaltenen Gleichungen 
ti OQ ARy ._ 
(36) RE ke e 


Die letzten dieser Gleichungen sind von einander abhängig ; 
denn da die Functionen Ọpa und damit auch & in Bezug auf die 
Argumente vp homogen von der Dimension q sind, so hat man 


(37) >> Yo L = 4Q = 0, 
b 


Kneser, Variationsrechnung. 16 
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wenn nur die Gleichungen 9, — 0 gelten, A aber ganz beliebige 
Grössen sind. Differenzirt man die letzte Gleichung nach t, so 
erhält man 

7 , d Qy PSN 8 
> (12 + Yo E 0; 
andererseits folgt aus der Gleichung (35) 

"n r oQ ug 
>A aT V 
da die Grössen A, die verschwindenden Factoren @, erhalten; 
subtrahirt man daher die letzte Gleichung von der vorletzten, 
so ergiebt sich 

E P oR d Qy nE 

(38) > Ys o a e) = 0, 
womit die Abhängigkeit der letzten Gleichungen (36) von ein- 
ander klar wird. 

Sind die Grössen yp, A, als Functionen von £ so bestimmt, 
dass die Bedingungsgleichungen 9, = 0 und die Gleichungen 
(36) erfüllt sind, so nennen wir die einfache Mannigfaltigkeit 
der den verschiedenen Werthen von ¢ entsprechenden Werth- 
systeme Yp, A, eine Extremale. 

Offenbar kann das erhaltene Resultat auch in folgender 
Weise formulirt werden. Man multiplicire die Gleichungen 


on 
>, (Pasð ys + Pasð yi) = 0, 
b 


welche entweder direct gegeben oder durch Variation der Glei- 
chungen 9, = 0 erhalten sind, mit Factoren A, und addire; in 
der resultirenden Gleichung integrire man nach ¢ von tọ bis t, 
und schaffe die Grössen öy’ durch partielle Integration mittelst 
der Formel 

döy 

BET 
weg; dann setze man die Factoren, mit denen die Grössen ôy 
unter dem Integralzeichen multiplicirt sind, gleich Null, ebenso 


ò y’ 


t 
die Factoren derjenigen Grössen y, | ausserhalb des Integral- 


zeichens, welche nicht von vornherein als verschwindend voraus- 
gesetzt werden. Auf diese Weise erhält man genau die Gleichungen 
(33) und (34); erstere treten natürlich nur dann auf, wenn r 
und s verschieden sind. 
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§ 58. 

Ein wichtiger, in den früheren Abschnitten allein behandelter 
Specialfall ist der, dass eine der Gleichungen o, = 0 die Form 
Po = Yo — V (Yis Yas +++ Yis +++ Yn) = 0 
hat, und y in den übrigen nicht vorkommt; die erste der 

Gleichungen (34) lautet dann einfach 


dho 
E ipaka 
Man kann daher, indem man 
A PIE o maa A, 
ar li, Da go... I =l, 


setzt, die Differentialgleichungen des Problems aus der Formel 


ò | @ + hgp + Lp + rp) dt = 0 

erhalten. Wäre A, = 0, so hätte man eine Mannigfaltigkeit im 
Gebiet der Grössen Yı, Yə --. Yn, für welche die Bedingungen 
des Extremums einer der Grössen 
tı 

Yı ee © 
bei gegebenen Werthen der übrigen erfüllt sind. Dieser Fall ist 
als Ausnahme zu betrachten. 


ti 


> Y2 


ti 


Erstes Beispiel. Das allgemeine isoperimetrische Problem, 
wenn höhere Ableitungen im Integranden vorkommen. 
Es sei z. B. x — t und das Integral 


u — | fole 9 yi y", y") da 
zum Extremum zu machen bei gegebenen Werthen der Integrale 
U == A 2. AR WE [h ea aA 
Dann hat man die Gleichungen 
w=Jhl&,y,3ww), m E= e aw hn E a (% Y ... W), 
y — z = 0, 2# — w = 0, 
und an den Grenzen sind die Werthe von y, 2, W, W1, Ug gegeben. 
Nach der allgemeinen Regel hat man zu bilden 


| dæ [ho (Öm — Òfo) + h (dw — Òf) + a (ÖU — Òf) 
+ u (öy — 62) + v(d2 — ò w)] 


— ho Òuo + h ðu, + hÒ + uðy + vöz 
16* 


www.rein.org.pl 


244 Siebenter Abschnitt. $. 58. 


— f da (dw + Ada + Ad + Adfı + Aıdfı + Möf, 
+ udz + vöw + u'ðy -+ v'öz2); 
da nun wp, Wi, % in den Functionen f nicht vorkommen, so erhält 


man zunächst 


g = hafo + lifi + hafa 


so ist der Integrand des letzten Integrals 
ôg + uðz + vòðw + u'ðy + v'òz 


= 28, aw ++) (2 +u +r) de 
+ +») dw; 


integrirt man das erste Glied partiell, so bleibt unter dem 
en 


setzt man daher 


= g E E 1 Jon 
T g w)joyt (tut n)a t (ht r)öw. 
l en sind alle Klammern gleich Null zu setzen, woraus folgt 

3 RR PU 
ern) a E 

òg òg d òg a òg 
jki ers’ E TE 
r oy 0y dedy Ka Ja s, dx òy" ci 

Man erhält also die Differentialgleichung der gesuchten Curve, 
indem man mit constanten Factoren A ansetzt 


ò | ofo + hf + Afı)de— 0; 
die gesuchten Curven sind mit den Extremalen dieses Integrals 
im Falle des absoluten Extremums identisch. 


Zweites Beispiel. Das Prineip der kleinsten Action in 
seiner weiteren, von Lagrange gegebenen Form sagt Folgendes 
aus. Die Coordinaten der Massen eines Systems seien als Func- 
tionen der Parameter y, z,... bestimmt, ohne die Zeit explicite zu 
enthalten; x sei die Zeit, T die lebendige Kraft, Yôy + Zôz +.. 
die Arbeit der wirkenden Kräfte beim Uebergang von der Lage 
(Y, 2, ...) zu der benachbarten (y + ôy, z + öz,...). Vergleicht 
man dann die natürliche Bewegung des Systems im Gebiete der 
Variablen y, z,... mit einer benachbarten, nur mathematisch 
construirten, welche dieselbe Anfangs- und Endlage wie jene 
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hat und so beschaffen ist, dass beim Uebergang von der einen 
zur anderen Bewegung die Gleichung 

(39) ÒT — Yy + Zðz +... 

besteht, so ist das Zeitintegral der lebendigen Kraft bei der 
natürlichen Bewegung ein Minimum: 


ò | Tdx —d. 


Die Grösse x kann hier nicht als unabhängige Variable genommen 
werden, da ihr Werth für die Endlage des Systems nicht vor- 
geschrieben ist; man muss also alle Grössen z, y, z, ... als Func- 
tionen eines Parameters ¢ ansehen, der bei allen verglichenen 
Bewegungen dieselben Anfangs- und Endwerthe to, t, hat. Dann 
ist die Anzahl der Unbekannten um zwei grösser als die der 
Parameter y, z,...; die Anzahl der gegebenen Gleichungen ist 
zwei, da man neben der Relation (39) die Definitionsgleichung 
der Action u, 


zu berücksichtigen hat; es ist daher 
a Re 
Nach der allgemeinen Regel hat man die mit A multiplicirte 
Gleichung (39) nach ¢ zu RT und zu der Gleichung 
zu addiren: 


frau = fo (75 T) t= 0 


f {8T (2 + 4) + Töx — å (Yòy + Zòz + ---)} dt = 0; 
die übliche partielle Integration ergiebt mit Berücksichtigung 
der Gleichungen 

6x ne Ò y = Ö2 y = 


t 


ee cN 


E 


ein Resultat von der Form 
òs[T aHa false + noyt tort Je 


und man hat dann die kn 
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anzusetzen. Da nun bei den eingeführten Voraussetzungen Jy 
eine quadratische Form der Grössen sA ae ... ist, deren Coëffi- 


cienten nur von y, 2, ... abhängen, etwa 
dy dz 
T= ð (E 5E, =) 
so hat man offenbar 


TI AMER 
(40) T = on. 
also 
au IT 
dx Se en x 


Man erhält daher als die der Grösse z entsprechende Gleichung (35) 
t t 
(41) ee en weg, 


Ferner hat man die Differentialgleichung 
ai o | 


oder 
T — 2 (4 + 2) = "onst.; 


aus der Gleichung (41) folgt daher allgemein 


(42) 24 +a = 0. 
Sodann ergiebt die angedeutete ang Integration 
oT = afa oT ae T 
ee, + æ’) 


da nun der Gleichung (40) BA wenn 


da 
=, 
gesetzt wird, die Gleichung 
FO oT 
le reg 
oy op 


gilt, so ergiebt sich mit Berücksichtigung der Gleichung (42) 
a AE A d G oT 


w dt 2 op 
BER zen 
oh. Laer taz op 
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Analoge Form haben die Ausdrücke £,...., und man erhält die 
Lagrange’schen Gleichungen 
3 E A ECEE 
Sind die Parameter y, z, ... nicht völlig frei verfügbar, son- 
dern Bedingungsgleichungen 
Yıdy+ Zde F E =0, Ydy F rM 


unterworfen, deren linke Seiten nicht nothwendig Variationen 
endlicher Ausdrücke zu sein brauchen, so braucht man diese 
Gleichungen nur zu differenziren, um auf ein Problem der bis- 
her betrachteten Art zu kommen; man erhält 


Yıöy + ZIz2' +... Yiðy +- = 0, 

e A E a E —=0,... 
und dieses System ist dem vorigen äquivalent, da die Variationen 
Òy, ö2,... für t — t, verschwinden. Man hat dann die obigen 


Werthe von n, &,... nur um die Summanden 
r d(a,Y. aa 1.90% 
a ae 
= — h Y, — kY, — 
‚, AAA z AfA A 
ER 
= — UL — U, — 
zu vermehren; die Gleichungen (43) werden daher 
L Ai Aa rd OF 
er een 


ru 

Als Anwendung betrachten wir eine Kugel vom Radius a, 
welche, ohne zu gleiten, auf der yz-Ebene des Coordinaten- 
systems rollt, und diese im Punkte (y, z) berührt; 6, pg, y seien 
die Euler’schen Winkel, welche die Lage dreier in der Kugel 
festen, auf einander senkrechten Richtungen gegen das Coordi- 
natensystem bestimmen. Ist dann M die Masse der Kugel und 
m ihr Trägheitsmoment bezüglich eines Durchmessers, so ist 


u 


+ m (EY + sin?0 (5 — cosh Sey I 
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und es gelten bei einer Rollbewegung die geometrisch leicht er- 
sichtlichen Bedingungsgleichungen 
(44) y — — asing sinl y + acos p òO, 

z — acospsinddyp + asing 64, 


deren Multiplicatoren A,, A, seien. Die Arbeit der wirkenden 
Kräfte sei 
Yöy—+ Zðz + ddp + Py + 9089; 
dann ergiebt die obige Regel, wenn man 
weh Vnk 
setzt, die Bewegungsgleichungen 


d2y 


To= Y +u uTa=2+» 
m (T sin ie. T)= — UAC0Sp — vasinp + ®, 
= = — cosh 2) — uasing sinh — vacos o sinb + P, 
m £ en cost) en p 


hierzu kommen die Gleichungen (44), in welchen man das Zeichen 
ö durch d:dx ersetzen kann. 


Drittes Beispiel. Die Brachistochrone ($ 12) im wider- 
stehenden Mittel zu finden, wenn der Widerstand eine gegebene 
Function der Geschwindigkeit ist. 

Es seien y, z die Coordinaten, v die Geschwindigkeit, 1 die 
Masse des Punktes, f(v) der absolut genommene Widerstand, 
— f(v) ydy? + dz? also seine Arbeit; g sei die Constante der 
Schwere, die + z-Axe vertical abwärts gerichtet; dann giebt die 
Gleichung der Energie 


Du 
d z7” gdz — f (v) ydy? + d22, 
oder, wenn alle Grössen Functionen des Parameters ¢ sind, 


(45) vo — ge + fo) Vy + r=. 
Jetzt ist das Integral 
ah [va + dz? 
k v 
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zu einem Minimum zu machen. Die Anfangswerthe von u, v, 
y, z und die Endwerthe von y, z sind gegeben; schreibt man da- 
her die Definition von u in der Form 
Me: EL 
2 z 
so hat man in der Bezeichnung des § 56 r= 1, s = 0, und 
kann, da u selbst nicht vorkommt, A, = 1 setzen, also 


Q= w WIER? L for — ge +f WET) 


Die den Unbekannten y, z entsprechenden Gleichungen der Extre- 
malen sind 
d òQ _ dQ _ 
IET a r a 
und geben integrirt sofort 


» 1 
(46) mF e TAr @) E=, 
-t arpal r trO) 


0 


Hieraus folgt 
d l /a 
Bar a RE => (4b), 
DR. ar 
wenn gesetzt wird 
dy _ 
de 
Die Gleichung (33) ist für die Variable v zu bilden, da deren 


Endwerth nicht gegeben ist; man erhält, wenn 1 der Endpunkt 
der gesuchten Curve ist, und v in ihm nicht verschwindet, 


1 
=a =), =, a 1-2). 
òv g\p mM 


Rechnet man p und y1 + p2 aus der ersten Gleichung (46) als 
Functionen von v aus und substituirt den erhaltenen Werth für 


y1 -+ p? in die der Gleichung (45) äquivalente 
v = FA — f(x) y1 TP 


so erhält man für dz und pdz oder dy einfache Ausdrücke von 
der Form ®(v)dv, womit die Bestimmung der gesuchten Curve 
auf Quadraturen zurückgeführt ist. 
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Viertes Beispiel. Es sei 
w—=/ (uw), = |F (z£, y, x', y') dt, v = f G (x, y, ©, y')dt, 
und werde das Extremum der Grösse w bei gegebenen Anfangs- 
und Endwerthen von x und y gesucht. Schreibt man die De- 
finitionsgleichungen in der Form 
w= fut fava W—- E yE USF OA, 
v —_ A EA EE 
so erhält man eine Aufgabe der betrachteten Art; es ist r = 2, 
eee E 


§ 59. 


Um hinreichende Bedingungen des Extremums aufstellen zu 
können, beschränken wir uns auf den Fall r = s, d. h. wir 
nehmen an, dass die Anfangs- und Endwerthe aller Grössen 
y, mit Ausnahme des Endwerthes von yọ gegeben sind, letzterer 
aber zu einem Extremum gemacht werden soll. Für die Indices 
treffen wir jetzt folgende Festsetzung: 

BEINE 
a Ba © 
b=er+-1lr + 2..0 
eo, 
so dass a, b, d ihre Bedeutung behalten; e, f, ... bleiben zur Ver- 
fügung. 

Es sei nun im Gebiet der Grössen y, eine (n — 1)fache 
Schar von Extremalen durch die Gleichungen 
(47) Yo = Belt, a, R T Aae Cali; G, ... h) 
definirt, deren rechte Seiten » — 1 willkürliche Constante 
a, b, ... h enthalten; wenn ¢ dem Intervall von too bis t, angehört, 
seien die Functionen 4, und é, an der Stelle (t, do, bo, ... ho), die 
Functionen p, an der Stelle 

Ham, a: A) Heli.) 
regulär. Dann ergiebt sich aus den Gleichungen 9, — 0 durch 
Differentiation nach a 


> A, > (pas 2 Ye + Pav 2 == 0, 
\ so AD, 
= RT re > ha Pav er: ey Be [a Pm ai D udn] — 0, 


www.rcin.org.pl 


§ 59. Allgemeine Methoden. 251 


oder nach den Gleichungen der Extremalen in der Form (36) 


ea 45 PRA re X hr = y PE ae — 


und die Gleichung bleibt gültig, wenn man a durch db, c,... h 
ersetzt. Wenn die Mannigfaltigkeiten (47) das Werthsystem 

Yo = Os (too, Ao; +.. ho) 
gemein haben, welches bei verschiedenen Werthen der Constanten 
verschiedenen Werthen von tọ entsprechen kann, so hat man 


(49) Y% — 6 (bo A, b,... A), 
also 

DB en oh tEh 

Eaa Ja ? 


nebst analogen Rn, ne b, c, ...h. Die Identität (37) 
ergiebt daher 

b Er OYo 

F oa 


also der Gleichung (48) zufolge, indem man nach £ integrirt, 


(50) DOE DN 
b b 


Hierbei ist nur implicite benutzt, dass sich aus mindestens einer 
der Gleichungen (49) die Grösse t als eine an der Stelle (ao, 
bo, ... ho) reguläre Function von a, db, ...h darstellen lasse, 
dass also nicht alle Grössen Öp (too, do, dos ... Av) verschwinden ; 
diese Voraussetzung werde festgehalten. 

Jetzt sei t zwischen to und t, gelegen; im Gebiet der 
Grössen yy mögen die Werthsysteme 


Od (lo; or =). (dis @or ---) On lanana) 
als die Stellen 0, 1, 2 unterschieden werden; dieselben gehören 
der bestimmten Mannigfaltigkeit 
Y —= dp Ct, ao, dor -.. %o) 
an, welche durch & bezeichnet werde. Eine andere, die Stellen 
1 und 2 verbindende Mannigfaltigkeit Q sei durch die Gleichungen 
ep, (T) 

definirt, deren rechte Seiten die Eigenschaften der in $ 17 durch 
g(t) bezeichneten Functionen haben; r nehme an den Stellen 
1 und 2 die Werthe z, und t an und die Grössen f} (7) mögen 


t=to 


EFS ? 
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nirgends zugleich verschwinden. Die Grössen Y, seien längs der 
Mannigfaltigkeit £ als Functionen ø (rt) durch die Gleichungen 
6) 9, Py = 0, fen ds (bi, Go, dr -.. Bo) 

definirt, in welchen allgemein 


P Sp d Yi 


dr 


gesetzt ist; die letzten Gleichungen (51) sind für b—=rř +1, r+ 2, 
.n schon in den vorher eingeführten Voraussetzungen ent- 
halten. Bestehen ferner die n Gleichungen 


ri, : == b: (tə, Qo, bo, 3 ho), 


so ist 2 eine derjenigen Mannigfaltigkeiten, mit denen das den 
Gleichungen 

Yo = Os (t, ao, bo, ..- ho) 
genügende Stück 12 bei dem Extremumsproblem verglichen wird; 
wenn die Differenz 


Ko j — do (ta, ao, bo, er ho) 


für alle Mannigfaltigkeiten £, die von © nur wenig abweichen, 
ein festes Vorzeichen besitzt, so wird ein Extremum durch das 
Stück 12 geliefert. Das Extremum soll stark heissen, wenn alle 
diejenigen Mannigfaltigkeiten % zum Vergleich herangezogen 
werden, bei denen jedem Werthe von r zwischen q) und t, ein 
dem Intervall von t, bis t angehöriger Werth von ¢ so zugeordnet 
werden kann, dass die Grössen 
| Ye — % (t, ao, -.. Ao)| 

eine gewisse positive Constante & nicht übersteigen. Das Extre- 
mum werde dagegen als schwach bezeichnet, wenn man für & 
die weitere Beschränkung einführt, dass für die einander zu- 
geordneten Werthe t, t auch die Ungleichungen 


Pr. Al a... 6) 
ta A T AE I aae 
bestehen, und die beiden Grössen P,, Os (t, do, ... ho) dasselbe 
Vorzeichen haben, sobald sie beide von Null verschieden sind. 
Jetzt werde die neue Voraussetzung eingeführt, dass die 
Functionaldeterminante 
0 (is Oa. On) 


e EM 


S= A a hy 
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für « = a, b = bu... h =h. in dem Intervall von t, bis t; von 
Null verschieden sei; dann bilden, wie wir sagen wollen, die 
Extremalen (47) ein Feld. Ist ¿£ eine beliebige Stelle zwischen 
t, und t, und setzt man 
ns = Op (6, ao, dur «++ Ro) no = Oi (1, Qu, Oor- Ro), 
so hat man die Gleichungen 
Ye — N: = [t — t, a —ay..h— hu], 
und die Determinante der linearen Glieder rechts ist 4 (t°, ao 
bo, --- ho); man kann daher diese Gleichungen in der Form 
t— t = [y — Ne)» a — y = [y — nel» 
s h — h = [y mM nl, 
- auflösen. Dann giebt es eine positive Constante von der 
Beschaffenheit, dass die Reihen (53) für beliebige dem fest- 


gesetzten Intervall angehörige Werthe von ° convergiren, sobald 
allgemein 


(53) 


| Ye — N| < ĉo. 
Giebt man daher der oben eingeführten Grösse e den Werth £o, 
so kann man in den Gleichungen (53) allgemein y. durch Y, 
ersetzen, und definirt dadurch t, a, b,... h als Functionen von r, 
welche dieselben Stetigkeitseigenschaften wie die Functionen f; (T) 
haben. Für t = t) und t = T} gehen oftenbar die definirten 
Werthe a, b,... in ao, bo, ... über. Hiermit ist das Analogon 
der Weierstrass’schen Construction durchgeführt, da jedes 
der definirten Werthsysteme t, a, b, ... den Gleichungen 
(54) lfd. 
genügt, die Grössen a, b,...h also im Gebiet der Grössen yy 
eine Extremale der Schar (47) definiren, welche eine die Mannig- 
faltigkeit Q durchlaufende Stelle 3 enthält und für diese die 
Gleichungen 

RR 9% 

ergiebt; yọ und Y, werden natürlich im Allgemeinen ver- 
schieden sein. 

Beschränkt man sich auf die beim schwachen Extremum 
in Betracht kommenden Mannigfaltigkeiten Q, so dass die Un- 
gleichungen (52) bei passender Zuordnung von z und £ bestehen, 
so folgt aus der Stetigkeit der Functionen %, sofort, dass auch 
die Grössen Sn í n) 

z b lo t, Q, s. 
ai D Gta ME 


www.rcin.org.pl 


954 Siebenter Abschnitt. 8 60. 


in welchen t, æ, ... h die durch die Weierstrass’sche Con- 
struction definirten Werthe haben, unterhalb einer Grenze ver- 
bleiben, welche mit & zugleich unendlich abnimmt. 


§ 60. 


Sieht man auf Grund der Weierstrass’schen Construction 
t, a, b,... als Functionen von t an, so ist offenbar 


a 0% da 00,dh edit dy _dY. _ 
sk aurr TA Hide 
und nn Gleichungen (50) ergeben 
£ dys dt x 
(57) . DA E=- Dan. 

b b 


Andererseits folgt aus der Identität (37), wenn man die Sub- 
stitution von Y, für y, und P, für y, durch Ueberstreichen an- 


deutet, 
ps P TO == 0, 
b 


wobei die Argumente A, die oben definirten Werthe &, be- 
halten. Die Gleichung (57) kann daher mit Berücksichtigung 
der letzten Gleichung (56) geschrieben werden 
dyo Te 
Ro LRE P, E (2 — 2) = 0 


oder 


RI) _ PI P@ ay = —- > Ps Q; 


setzt man noch 
Q — = Q (y» Y: 13 ++» Fa Ry Py; ... Pa) = Q (Yo, Yis ... Uns Bj; EA 
8 = m — X PQ 
b 


und lässt den Factoren 4 auch hier ihre Werthe (47), so folgt 
(58) Ü, d(yo — Yo) _ __ EN. 


dr 

Die Ausdrücke 2° und 2, deren letzter übrigens nach (51) 

den Werth Null hat, sind nur in ihrem ersten Argument ver- 
schieden, die Grösse 

RE! ir Do (EEE 


Pa BE Ee 
Y — Yo Yo — Yo 
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bleibt also für yọ = Y, endlich und ist demnach jedenfalls in 
dem Intervall von r, bis t, eine integrirbare Function von rt. 
Schreibt man daher die Gleichung (58) in der Form 


(59) a a ee N 


dr 


und nimmt an, dass 2, in den betrachteten Werthsystemen y 
von Null verschieden sei, so kann man setzen 
frar 
9— QP y— Y = zei ; 
das Integral hat die Eigenschaften der Function ø (r) des $ 17, 
und die Gleichung (59) reducirt sich auf folgende 


Da nun yo— Y, und damit z für t —= r, nach (51) verschwindet, 
so folgt 


Diese Differenz würde gleich Null sein, wenn & längs der 
ganzen Mannigfaltigkeit & überall verschwände. Der nächst- 
liegende Fall, in welchem & verschwindet, ist der, dass die 
Gleichungen 

Pi = my —=mbd (t,a,...h) 
bestehen; wir sagen dann, & verschwinde in ordentlicher Weise. 
Geschähe dies längs der Mannigfaltigkeit % überall, so würden 
die Gleichungen (54) ergeben 


06. da 00. dh , 080. (dt 

ee a e ee 
Hieraus aber würde, da 4 von Null verschieden ist, folgen 

da _.db _ dh 

X und © müssten also zusammenfallen. Ist dies nicht der Fall 
und ein ausserordentliches Verschwinden der Grösse & aus- 
geschlossen, das Vorzeichen derselben aber constant, so gilt 
letzteres, da 2, von Null verschieden ist, auch von 82, und 
Yo — Y,, und diese Grössen haben ein gemeinsames festes Vor- 
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zeichen. Damit ist das Extremum der Grösse yọ nachgewiesen; als 
hinreichende Bedingungen erhält man auch hier eine Jacobi’sche 
Bedingung, die Existenz eines Feldes, und die mittelst der 
Grösse 8 ausgedrückte Weierstrass’sche Vorzeichenbedingung. 

Um nun auch das Analogon derLegendre’schen Bedingung 
abzuleiten, setzen wir 


VPF PF FPS, w+wWw+.+mW=s 
Bunt 


(60) A S Rp, Y— 3%, u De 
b b 


dann kann längs der Mannigfaltigkeit % die Grösse 
wu f Sdr 


als unabhängige Variable eingeführt werden, wobei R, an Stelle 
von P, tritt. Denkt man die vorhergehende Entwickelung mit 
der Variablen 7 durchgeführt, und bezeichnet diese durch r, so 
ist S — 1; setzt man ferner q — 1 voraus, so dass die Grössen 
Qs (y, y) in den Argumenten y’ homogen von der Dimension 
Null sind, so erhält man 


0,n 
(61) 6 = 2 (Y, R) -5 Ro Qo (y, 2) 
b 
oder mit Berücksichtigung der Identität (37) 
0,n 
8 = Q (y, R) — DB 2) (Y, 2). 
b 


Handelt es sich speciell um ein schwaches Extremum, so sind 
nach den über die Grössen (55) gemachten Bemerkungen die 
Differenzen Ry — z, beliebig klein, sobald & hinreichend klein 
angenommen ist; man kann daher die Grösse & (y, R) nach 
Potenzen der Differenzen R — z entwickeln und erhält 


a 22 (Y, 2) 
§ = = Ra 5 Tace NO alle, 
we > a I > Ò Zp Ò Zy 


Die Differenzen R — z sind erstens der aus den Identitäten (60) 
folgenden Gleichung 


(62) D z (Rs — z) + [R — z} = 0 


b 


+ [E — 2]. 
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unterworfen, ferner den Gleichungen, welche aus der Taylor’- 
schen Entwickelung des Ausdrucks 


Pa (Yo, Yis ... Yn, Ro, as‘ Ra) —69; (Yo, Yis se Yn Ay s» Zn) —- 0 
folgen, d. h. den Gleichungen 


0 = Pao (Yo — y) + X) Pas (Bo — 2) 


b 
+ [X — u Ry — tyle 

Denkt man sich hieraus und aus der Gleichung (62) etwa „, — Yo 
und r + 1 der Grössen R — z als Potenzreihen der übrigen 
ausgedrückt, so erhält man für & eine Potenzreihe eben dieser 
Argumente, deren quadratische Glieder genau so gebildet sind, 
wie wenn in den Gleichungen (62), (63) keine quadratischen, in 
& keine cubischen Glieder vorhanden wären. Die Grösse & hat 
also ein festes Vorzeichen, wenn die quadratische Form 


(63) 


bei den r + 2 Bedingungsgleichungen 
(64) Dyw=0, pav + D Pasw = 0 
b b 


sich auf eine definite Form von n — r — 1 oder n — r der 
Argumente u reduciren lässt, je nachdem die Grössen Pao alle 
identisch verschwinden oder nicht. 

In dieser ganzen Entwickelung beziehen sich die Grössen 
y, y' stets auf die bei der Weierstrass’schen Construction er- 
haltene Extremale 03 und den längs der Mannigfaltigkeit % 
laufenden Punkt 3; man hat also für y, den Ausdruck 6s (t, a,... h) 
zu nehmen, Da die Grössen 9 aber mit ihren Argumenten stetig 
veränderlich sind, so hat die quadratische Form Q die verlangten 
Eigenschaften in einer gewissen Umgebung der Mannigfaltigkeit 
6, wenn dies für die Elemente der letzteren selbst gilt; d. h. man 
kann in der obigen hinreichenden Bedingung für das feste Vor- 
zeichen des Ausdrucks & die Constanten a, b,...h durch ao, bo, 
... ho ersetzen und die Grössen y, y' auf die zu untersuchende 
Extremale © selbst beziehen. 

Um diese Bedingung weiter zu vereinfachen, setzen wir 


ed DB Er ch, 
und berücksichtigen, dass im Falle q — 1 aus der Homogeneität 
der Grössen 2,(y, y') die Identitäten 


Kneser, Variationsrechnung. 17 
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0,0 0,n—1 
a ea À, nt zn no 
b 


O Yb O Yy OYn Yy DYDY dy 
folgen; dann ergiebt sich leicht 
0,n—1 
’ 02.2 
65 = S aa 2 
( ) g ef OY: OY dji 


Setzt man ferner, um q = 1 zu machen, 
Pa = Ynfa (Uns Yos --- Yn—ı, Pos - “+ Pa-1) 3, 
so gehen die letzten Gleichungen (64) in Bee über: 


u 0,n—1 


(66) ee ti a 


da offenbar 
0,n—1 


Pan Cor A Pifo 


und von der ersten Gleichung (58) wo abgesehen werden. Der 
gewöhnliche Fall der Variationsrechnung ist nun, dass yọ durch 
eine Quadratur definirt wird; man kann dann annehmen, yo 
kommen in keiner Function 9, vor, und % allein in 9,, und 
zwar so, dass 


Jo = m A +f (Yn, Yis +++ Yn—1, Pis + U TEE 
schreibt man æ für yn, so hat man das Integral 
Yo = fF fo, Yi +++ Inn Pi > Pn-ı) dx 
zum Extremum zu machen bei den Bedingungen 


las ri Ya Darsa Dr EI re aN 
Die erste Gleichung (66) kann weggelassen werden, da die Form 
Q nach (65) von v frei ist; die übrigen werden 


1,n—1 > 
(67) >) = v, = 0, 
8 


und da A, nach § 58 constant ist, so hat man, wenn 
Apae li Zo F=f+ fi +‘ + lr frs Q = Ale F — Yo) 
gesetzt wird, als Gleichungen der Extremalen 
oF d oF 
dY dE cp, 
Die Formel (59) ergiebt nun 
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w 
on 
Ne) 


wenn daher auf einer gewissen pt der Extremale © die 
Grösse x’ positiv ist, und die Form 


1,n—1 02 F 
0 — er 
Be > Ô Pa Ô Py Re 
bei den Bedingungen (67) auf eine definite Form von n— 1 —r 
Argumenten reducirbar ist, so hat & ein festes Vorzeichen. Da- 
bei ist das Vorzeichen von 82,, da Q, = — ĉo, dem der Form 
Q entgegengesetzt; je nachdem also letztere positiv oder negativ 
ist, wird die Bedingung des Minimums oder Maximums erfüllt. Da- 
mit haben wir das dem Legendre’schen analoge Kriterium 
des schwachen Extremums in der von Clebsch herrührenden 
Form abgeleitet. 


§ 61. 


Die in $ 57 bewiesene Relation (38) zeigt, dass von den 
Differentialgleichungen der Extremale immer eine aus den übrigen 
folgt. Setzt man daher speciell 


Yn = 2 =t, ml, y= SE, 
so werden Yo, Yı, »-+ Yn—n Aa als Functionen von x durch die 
n + r- 1 Gleichungen 
) 02 AR. __ F 
(68) De 7 Modhi a 


bestimmt, und die letzte Gleichung der Extremalen àit eine Folge 
dieser. Das System i 

d Pa -ag 082 da, __ 

He or eD gy 
enthält n + r 4 1 Gleichungen, welche im Allgemeinen nach 
den n +r -+ 1 Grössen y, A, aufgelöst werden können; sie 
ergeben also Ye A, als Functionen von æ und 2n + r 1 will- 
kürlichen Constanten, etwa den Anfangswerthen von Ya Yu Aa 
Von diesen bestimmen sich r — 1 durch die übrigen mittelst 
der Gleichungen 9, —= 0, so dass 2n Constante übrig bleiben; 
da letztere Gleichungen von A, frei sind, so kann man annehmen, 
dass die Anfangswerthe der Grössen A, unter den übrig ge- 

17* 
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bliebenen 2n Constanten vorkommen. Jetzt bleiben die Glei- 
chungen (34) erfüllt, wenn man in einem Lösungssystem die 
Functionen y, völlig ungeändert lässt, die Grössen A, aber mit 
einem constanten Factor multiplicirt; man kann daher, ohne die 
Allgemeinheit zu verringern, eine der 2n Constanten festlegen 
und demgemäss setzen 


(69) Bad m): 


Bei dem gewöhnlichen Problem der Variationsrechnung hat 
man 


Ye 
Fo = — Yo +f (ve ) * Yn, 


d. h. es ist das bestimmte Integral 


z 


Yo =j E e A ay ser nz) da 
zum Extremum zu machen. Dann ist der Werth von %, für 
£ — &, von vorn herein Null, es vermindert sich also die Zahl 
der willkürlichen Constanten auf 2(n — 1). 
Fasst man im allgemeinen Falle alle Extremalen (69) ins 
Auge, welche das Werthsystem 


T= Do Yo = Ya ... Uya — JRA 
gemein haben, so sind die Constanten e den Gleichungen 
(70) ye == Pe (£o, Ci, Cay e.. C3n—1) 


unterworfen. Diese sind Identitäten, wenn man n Constante c 
mit den {Grössen y? identificirt; bezeichnet man die übrigen 
n — 1#durch a, b, ..e h, so ist leicht ersichtlich 


G (Yi, Yas +». Yn—ı) wk o (z, Yis e. Yn—ı) 
6. A) 


a 0 (yo, Yrs ++» Ya Y Ya ++ Yn—ı) BR 
fa] 61, Coy +.» Can—ı) 


Soweit letztere Determinante von Null verschieden ist, bilden 
die durch die Gleichungen (70) definirten Extremalen ein Feld. 
Es ist aber keineswegs bewiesen, dass diese Determinante 
nicht auch identisch verschwinden kann. Hinreichende Bedin- 
gungen dafür, dass dies nicht eintrete, geben wir in folgendem 
Beispiel. 
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Beispiel. Es sei das Extremum des Integrals 


w lt; (@,y,y,vv) dx 
bei der Bedingungsgleichung 


(71) v' = g (2, Y, Y', v) 
und gegebenen Anfangs- und Endwerthen der Grössen v, y, v 
zu finden; A sei der eine Multiplicator, der andere kann = 1 


gesetzt werden, so dass 
2=wW— fti M — 9); 

dann kann man, indem der Index O sich stets auf die Anfangs- 
stelle x = x, bezieht, die Grössen yo, Vos Yo, åo als Constante 
der Extremalen ansehen und hat demnach 

A= Ò (Yo, Vo, Y, V) aS 6 (Y, v) h 

d (Yo, Vos Yo, o) O (yo, As) 

Bestimmt man nun die Grösse u durch die Gleichung 


d 
“+u: =, 


und setzt 
|, id 0 29 
EFT gs (ez öy 
so folgt offenbar, indem man die Gleichung (71) nach A, diffe- 
renzirt und mit u multiplicirt, 


d òg òy òg d òg Ir 
AG a) = AC tee AEE 


C P EI, y 
= lz (u öy jr Ga 


und diese Gleichung bleibt gültig, wenn A, durch yb ersetzt wird. 
Da ferner 


(72) 


(73) Y = Yo + Yo (£ — %) + [£ — Toh 
so ergiebt sich für z = To 
3y —_ 0 —_ 0; 
ô ho 0 Yo 
integrirt man daher die Gleichung (72) nach z, so folgt 
Rn Pre oy 
Kan Bay ON tjet dh, I” 
òv og òy h oy 
"an ay oy +[@% n 


To 
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und hieraus 


òy r òy əy f òy 
A= —- — du e N 
sfa Im dx si, G ETA dx 


Substituirt man in dieser Gleichung der Entwickelung (73) gemäss 


0 0 
HU S Læ nH le nen an + lea 
und setzt 


G = M (x — 2)” + [2 — Zolm+1 
wobei L und M nicht verschwinden, so ist 2 > 2 und man erhält 


u 4=@— nt.) IEM@—nytn +.) de 


— [L æ — a) + [Ma nt H o) da 


1 1 : 
LM (e nta erati _ STH) + [2 — Xolh+m+s 
Da nun die Differenz 
l DeeS 


1l 
Itm+1 m+2 (m42) (0 +m+1) 
von Null verschieden ist, so kann 4 nur dann identisch ver- 
schwinden, wenn eine der Gleichungen 
Aue: = a, 
3.7 re: | 
längs der betrachteten Extremale für alle Werthe von x besteht. 
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Das Extremum von Doppelintegralen. 


§ 62. 


Eine Oberfläche $ sei dadurch definirt, dass die recht- 
winkeligen Coordinaten x, y, # Functionen zweier Parameter u, v 
gleichgesetzt werden; die Ableitungen nach letzteren seien in der 
gewöhnlichen Weise durch Suffixe bezeichnet, so dass 

dz L n, 8 _ 

òu "x 0% 
Wir betrachten dann solche über die Fläche S hin gebildete 
Doppelintegrale 


J = | p (z, Y, Zy Kun Yu Žu Lo, Yv, Zy) du dv, 
© 


welche durch die Fläche © allein bestimmt sind, nicht aber von 
der speciellen Natur desZusammenhanges zwischen x, y, 2 einer- 
seits und u, v andererseits abhängen; erhält man die Fläche & 
auch, indem man x, y, z als Functionen der Parameter p, g dar- 
stellt, so sei 
J = ff Do (£, Y, 2, Tp, Yp, Zp; Tq, Ya 24) dp dq, 
€ 

wenn, wie die Bezeichnung andeutet, über das der Fläche © ent- 
sprechende Gebiet in den Variabeln p,q integrirt wird. Sieht 
man letztere als Functionen von u und v an, deren Func- 
tionaldeterminante positiv sei, so ergiebt die letzte Gleichung’ 


ô (P, 
J = (f PTY 2 Yn do Ze Yon gg) eD du dv; 


€ 
hieraus folgt, indem man die Fläche & durch ' einen beliebig 
kleinen Theil ersetzt, die Identität 
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p (z Y, 2, Zus, Yus Zus Cos Yo Zy) 
ò (p, 9), 
ò (u, v) 
Wenn die Function ® so beschaffen ist, dass diese Relation für 
jede beliebige Fläche & besteht, können aus ihr eine Reihe 
nützlicher Identitäten abgeleitet werden. 

Es sei speciell durch die Gleichungen 


x =f (p, 4) y =g (p, 4) :2=h(Md), 
deren rechte Seiten in einem gewissen Gebiet reguläre Func- 
tionen ihrer Argumente sind, ein Flächenstück ©, definirt, dessen 
Elemente nur solche Werthsysteme 
T, Y, 2, Ip Yp Zp, La, Ya, Zg 
ergeben, in welchen die Function ® regulär ist. Dasselbe Flächen- 
stück wird dann auch durch die Gleichungen 


x = f(u+ e, v + 0), y=g (u+ e, v+ o), 2 =h (u+ ọ, v +0) 
dargestellt, in welchen ọ, 6 reguläre Functionen von u, v be- 
deuten, welche wir als klein ansehen wollen; sie seien etwa mit 
einem constanten Factor & behaftet, der beliebig klein gemacht 
werden kann. Die Werthsysteme p, q und u, v, welche demselben 
Punkte von ©, zugehören, sind dann durch die Gleichungen 
p=u + o =v-+96 
verbunden, und die Functionaldeterminante 


Uo = nr ia = 1 + Qu + o+ [eh 


ist positiv. Setzt man ferner 
E — ọfp (u, v) + Ofa (u, v), 
N = EJp (u, v) + 09, (u, v) E = ọhħp (u, v) + oh, (u v), 
so hat man die Taylor’schen Entwickelungen 
x = f (wm v) + + [e] 
y = g (w, v) +n + [e], 2 = h (u, v) + 6 + [e]; 


aus diesen folgt unmittelbar, indem man nach u und v differen- 


zirt 
Lu — fp (u, v) = Eu + le» 
Yu — Jp (t, v) = Nu + [Elas Zu — p (u, v) = Eu + [E]; 
© Buy — fa (u, v) = v + le 
Yo — Ja (U, V) = No + lêle, Zo — h (u, v) = év + [Eh 


(1) 


=® (x, Y, 2, Ip Ym pr Tg, Yas 2q) 
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und die vorausgesetzte Identiät (1) ergiebt 


D (f (p, 9) --- fo (P, 9) --) A F Qu + 6v F lel) 
D 9,5.) 


2) =D ( f (u+ e v H o) ne ae y s=) 
Ze VEA E IONA COE A a e: 


Der letzte dieser Ausdrücke kann geschrieben werden 
DF DET Om + Dr T Dit Dne t Dr bu F Dz Ev 
+ 9,9% + 9, + [eh 
wobei die Argumente der Functionszeichen ® seien 
& z= f (u 0), y = g (u v), 2 = h (u o) 
ER DE 


Andererseits kann man entwickeln 


D(F (p, D -o ad) =D e te He, 


wobei rechts ebenfalls unter dem Zeichen ® die Argumente (3) 
einzusetzen sind. Lässt man daher in der Gleichung (2) die 
Glieder [£], weg, so ergiebt sich 


D-E + Dyn + D: F Dréau + Dy „Nu + D, „Éu 
F Dats + Dyo + Dato = D (pu H0) + e EE a 2P 
TEAL Pi nn 


Die linke Seite dieser Fe aa ami wir mittelst der 


Identität 
ED) p Den 


Me E 
und der dieser analogen und setzen 
o®, od, 
Eiren Pu P 
o®» o® 
ee a Eu Fý Sa 
o® o®, 
her a a TR A 


Dann erhalten wir 
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fa 
ou 


© 
E 2 (op — ED., — n®,, — ED). 


Substituiren wir für é, n, & ihre Werthe, und berücksichtigen, 
dass das Argumentsystem (3) zu nehmen ist, dass ferner ọ, 6, 
abgesehen von dem in ihnen enthaltenen Factor €, willkürliche 
Functionen sind, so können in der erhaltenen Gleichung die 
Factoren der Grössen ọ, 6, Qus Óu Ọv, ©, beiderseits gleich ge- 
setzt werden, und es ergeben sich die Identitäten 
(4) Pru + Qu + Rzu = 0, Pu + Qy + Rze = 0. 

ga Zu Do, + Yu By, — Zu; , == rDo, — Yv By, L- Žv ®, ; 
5 
(6) 0 = Zus, F Yu By, + Zu Dr, = WP;, F YDy, HoD: 
in welchen z, y, z als willkürliche Functionen von u und v an- 
zusehen sind. 


FETT Re 7 aa ina i P EM) 


§ 63. 


Jetzt werde das Integral J gebildet, indem man über ein 
bestimmtes Flächenstück © integrirt, auf welchem æ und y ein- 
deutige, stetige, mit ebensolchen ersten und zweiten Ableitungen 
versehene Functionen von u und v sind, und die Functional- 
determinanten 
(6) O(y, z) Olz) Òs, y) 

O (u, v) ‘Olu, t)” Ofu, v) 

nirgends zugleich verschwinden. Deutet man u und v als recht- 
winkelige Coordinaten in der Ebene, so mögen die Punkte des 
Flächenstückes © einem Gebiet U entsprechen, welches von einer 
in sich zurücklaufenden, sich selbst nicht schneidenden Curve & 
begrenzt wird. Diese begegne keiner der Geraden u = const., 
v — const. unendlich oft und bestehe aus einer endlichen Anzahl 
von Stücken, längs deren u und v stetige, mit stetigen ersten Ab- 
leitungen versehene Functionen eines Parameters ¢ sind. Der 
Curve & entspreche die Begrenzungslinie der Fläche ©, welche 
durch & bezeichnet werde. 

Es seien ferner ôx, öy, öz Functionen von u und v, welche 
dieselben Stetigkeitseigenschaften wie x, y, z besitzen; dann ent- 
spricht dem Gebiet ll ein auf © in eindeutig umkehrbarer Weise 
bezogenes Flächenstück ©, welches vom Punkte (x -+ ôx, 
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y + òy, z + z) durchlaufen wird. Irgend eine Grösse w, deren 
Werth durch das Flächenstück S bestimmt ist, gehe, wenn dieses 
durch © ersetzt wird, in @ + Io» über; sieht man die Grössen 
ôx, öy, z und ihre ersten Ableitungen als klein an, d. h. ver- 
nachlässigt man in jeder nach diesen Grössen fortschreitenden 
Taylor’schen Entwickelung alle Glieder von zweiter und höherer 
Dimension, so gehe So in die Variation dw über. Da nun 


olx + ôx) ` 
ou in 


offenbar z in x + dx und x, in übergeht, so hat 


man 
; 00% 06% 
02 = 22,08, 3 Au = - 6%, = An = — 
C] u w ou 3 v v òv 


und ähnliche Gleichungen gelten für y und z. Das Flächenstück 
© hat alle für S vorausgesetzten Eigenschaften; auch die auf 
die Grössen (6) bezügliche Annahme ist erfüllt, wenn die Grössen 
ÒL, ÒLu, ... 02, dem absoluten Betrage nach klein genug sind. 
Die angegebene Vernachlässigung werde speciell in der 
Taylor’schen Entwickelung 
AB = Psr + DB, du + Dr, OT + + [9% 02, O Lo ...)e 
durchgeführt, wobei, wie fortan oft geschehen soll, den æ ent- 
haltenden Gliedern gleichgebildete weggelassen sind, in welchen 
‘x durch y und z ersetzt ist. Dann ergiebt die Definition des 
Zeichens ò 
ôD — Dx +9,92. H Dr, ÔL + - 

Das Integral J erhält beim Uebergang von © zu S° den Zuwachs 

|| Addudv = || dudv (8P + [ð x, da, ... Ò zvl); 

€ € 
- daraus folgt 4 
ÒT = || dudvö®. 

€ 


Diesen Ausdruck transformiren wir mittelst der Identität 


Ku yp Peu _ 982,98) 

De te a gu TTE 

und der analogen; wir erhalten so 

6J — | dudv (Pdx + Qöy + Rdz) + il dudv nt) 
S j € 


wobei gesetzt ist 
U= 0, ôs + 8, ôy + 9,9% V= D, 0r HD Oy tH ®,,02. 
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Der letzte Summand des Ausdrucks ðJ kann in ein ein- 
faches Integral umgewandelt werden. Wählt man nämlich auf 
der Curve &, d. h. der Begrenzung des Gebiets U, die Richtung 
wachsender Parameter it so, dass sie zu der nach dem Inneren 
des Gebiets ll gerichteten Normale so liegt, wie die 4 u-Axe zur 
—v-Axe, so bildet die Richtung wachsender ¢ mit der +u-Axe 
denselben concaven Winkel, wie die bezeichnete Normale mit 
der Richtung +v. Nun ist du:dt positiv oder negativ, je nach- 
dem die Richtung wachsender t mit der + u-Axe einen spitzen oder 
stumpfen Winkel bildet; bewegt man sich also auf einer Geraden 
u — const., welche in das Gebiet U ein- und wieder austritt, in 
der Richtung wachsender v, so ist dw:dt positiv in den Eintritts-, 
negativ in den Austrittspunkten. Man bilde nun das Integral 


oV. 
I dudv, 


indem man zuerst längs eines Streifens von der Breite |d«|, 
welcher von zwei Geraden u = const. begrenzt wird, integrirt; 
ist O0 beim Fortgang in der Richtung +» ein Eintrittspunkt, 
1 der nächstfolgende Austrittspunkt, so liefert das zwischen beiden 
liegende Stück des Streifens für das Integral den Beitrag 


|du]| | en dv = |du| Pi 
und man hat nach dem Obigen, wenn dt positiv ist, 


[du] = 


0 du 1 
-- |; 
das erhaltene Theilintegral kann daher PETTE werden 
-ag T) ae r]- 


Die Summe aller dieser Theilintegrale ist 


to 
oV du 
I dudv XA — | y dt dt, 
© 0 


wenn die ganze Curve & dem Intervall von O bis tọ entspricht. 
Diese Argumentation ist bei den vorausgesetzten Eigenschaften 
der Curve & berechtigt und das Integral rechts hat einen bestimmten 
Sinn und Werth. 
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Vertauscht man die Axen v und u, so muss die Richtung 
wachsender ¢ umgekehrt werden, damit ihre bisherige Beziehung 
zu den Axen erhalten bleibe; setzt man 

t = — t +t, 


so erhält man zunächst 


to 
iay Figle 
IE dudv = — | Um dt, 
© 0 
und wenn man hier wieder t einführt, 
0 to 
ðo U ‚dv dv 
€ i 0 


Versteht man daher in einfachen Integralen unter du, dv die 
mit positivem dt gebildeten Differentiale 


du dv 
du = A, dv = — åt, 


so kann man den erhaltenen Ausdruck für ðJ in folgende Ge- 
stalt bringen; 
8J = || dudv (Pòs + Qöy + Rdz) + | (Udv — Vdu). 
A C 

Der Sinn, in welchem das einfache Integral zu bilden ist, 
bestimmt sich an der Fläche © in folgender Weise. Ein Punkt 
ihres Inneren sei 0, der entsprechende der uv-Ebene to, vo; den 
von 0 ausgehenden Elementen 


do =0; du>0; due S0 do; 


welche (u) und (v) heissen mögen, entsprechen die Richtungen 
+u, +v, vom Punkte (uo, vo) aus gezogen. Geht ein Linien- 
element durch den von (u) und (v) gebildeten concaven Winkel 
hindurch aus ersterem in letzteres über, wodurch ein bestimmter 
positiver Drehungssinn definirt wird, so fällt das Element unter- 
wegs in keine der Linien u— const., v = const.; die entsprechende 
Richtung in der uv-Ebene geht also aus der Lage -+u durch den 
von dieser mit der Richtung +v gebildeten rechten Winkel in 
letztere über, dreht sich also in dem Sinne, in welchem eine 
Richtung, die zu Anfang mit derjenigen wachsender ¢ längs der 
Curve & übereinstimmt, gedreht werden muss, um in eine nach 
dem Inneren des Gebiets U weisende überzugehen. Letzterer 
entspricht auf der Fläche © eine nach ihrem Inneren von einem 
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Punkte der Randlinie © ausgehende Richtung; eine solche liegt 
daher zur Integrationsrichtung wie (v) zu (w). Die gegenseitige 
Orientirung der Richtungen (u), (v) ist übrigens in allen Punkten 
der Fläche & dieselbe, da die Linien u — const., v = const. 
wegen der auf die Grössen (6) bezüglichen Voraussetzung nir- 
gends dieselbe Richtung haben. Von einer bestimmten Seite der 
Fläche & gesehen, liegt (v) zu (u) wie Süd zu West; von dieser 
Seite gesehen erscheint die Integrationsrichtung übereinstimmend 
mit dem Umlauf von Westen über Süden nach Osten. 

Diejenige Normale, welche zu (u) und (v) so liegt, wie die 
Axe + z zu + x und — y, bezeichnen wir stets durch n, ihre 
Richtungscosinus durch X, Y, Z; sie behält ihre Richtung, wenn 
man für u und v neue Parameter einführt, deren nach u und v 
gebildete Functionaldeterminante positiv ist. 


§ 64. 


Soll die Fläche & im Vergleich zu allen benachbarten 
Flächen mit derselben Randlinie © ein Extremum des Integrals 
J liefern, so muss 4J ein festes Vorzeichen besitzen, sobald die 
Grössen zx, öy, z und ihre ersten Ableitungen dem absoluten 
Werthe nach unterhalb einer gewissen Grenze liegen. Um hier- 
aus Folgerungen zu ziehen, nehmen wir an, das Rechteck, in 
welchem 
(7) %SUSU wS 
gehöre ganz dem Inneren von U an; und es sei für dieses Rechteck 
òx — eT, T— (u — w)? (u — u)? (vi — v)? (v — v), y = z = 0, 
ausserhalb desselben aber 

E e ESR 
Dann sind die Grössen x, öy, öz nebst ihren ersten und zweiten 
Ableitungen in der ganzen Fläche © stetig und verschwinden 
längs der Curve Œ; die Fläche &° hat daher alle für © voraus- 
gesetzten Eigenschaften, und muss bei hinreicheud kleinen Werthen 
der Constanten & das Vorzeichen der Grösse 4J constant machen. 
Dies erfordert, da 
AJ = òT Si [E], 
und J das einzige in & lineare Glied ist, nach § 7 


ôJ = e ji PTdudv = 0, 
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wobei über das Gebiet (7) zu integriren ist. Da letzteres be- 
liebig klein und an beliebiger Stelle abgegrenzt werden kann, 
T aber in seinem Inneren positiv ist, so folgt für die ganze 
Fläche © 

òD, ò Dr, 


P = 0, ©, — — — — = 0 

ou òv 

Ebenso ergiebt sich 

ee S 
Aai en a ora 

od, 00, 
R= 0, 9%, — — — — =, 

ou òv 


und die Identitäten (4) zeigen, dass immer eine dieser Gleichungen 
eine Folge der beiden übrigen ist. Eine diesen drei Gleichungen 
genügende Fläche heisse eine Extremale des Integrals J. 

In ähnlicher Weise kann man auch nothwendige Bedingungen 
für ein gewisses relatives Extremum des Integrals J ableiten. 
Die für dieses und seinen Integranden eingeführten Voraus- 
setzungen mögen auch für das Integral 


K = fF (x, Y, 2, Lus Yus Zus Lv, Yon Zy) du dv 
© 


gelten; die Grössen P, Q, R mögen, wenn man ® durch P er- 
setzt, in P, Q, R übergehen. Dann variiren wir ausser dem Ge- 
biet (7) auch das durch die Ungleichungen 
(8) %susWw u E E 
definirte, welches von jenem getrennt liege, aber ebenfalls noch 
im Inneren von U, und setzen 
| To = (u — u)? (ug — u)? (v — 1%)? (vs — v)?; 
für das Gebiet (7) sei, indem wir unter «œ, œo, ... Constante ver- 
stehen, 
za wear BouE, 
für das Gebiet (8) dagegen 
ôx = %T, Y = BT, 92 = Yo To; 

ausserhalb beider sei überall 

Og: OY e Oa eA, 
Dann haben die Variationen in der ganzen Fläche © dieselben 
Stetigkeitseigenschaften wie oben, und verschwinden auf der 
Randlinie ©; setzt man 
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p = || TPau dv, pi || rPauan, 


ttg V3 


U3 3 
Po =|] D Pdudv,: Po = | f T,Pdudv 
Ug Vo uo V2 
und definirt in ähnlicher Weise die Grössen 9,9, ... r, F, ... in- 
dem man P durch Q und È ersetzt, so hat man 
òJ = \f (Pöx + Qöy-+ Rödz) dudv 
S 
= «p + Bq + yr + opo + Boto + Yoro 
ÒK — ap + BI + yT -+ “Po + Bogo + Yoro; 
ferner ist 
AJT = ÒT + [o Br... Yol AE = ÒK + [on B, -Vol 


Soll daher bei der Voraussetzung 
AKSO 
die Grösse 4J ein festes Vorzeichen haben, so ergiebt der Satz 


des § 7 unmittelbar, dass jede Determinante, welche aus zwei 
Verticalen des Schemas 


© ee 
P, 4, T, Po, Jos Yos 

gebildet ist, verschwindet. Da nun die Gebiete (7) und (8), in- 
dem man die Stellen O (uo, vo) und 2 (uz, v2) festhält, unendlich 
verkleinert werden können, so lehrt die in § 32 benutzte Be- 
trachtung gewisser Mittelwerthe, dass für die Determinanten des 
Schemas 

Bi® Q|’, R|®, Pi: Q|, R]? 

Pp, Qp, Ri, Pi, Gp, Ri 
dieselben Gleichungen gelten wie für die des Schemas (9). Hier- 
aus folgt, wenn man 0 als veränderlich und 2 als fest ansieht, 
dass bei angemessener Wahl der Constanten u, œ längs der 
ganzen Fläche © die Differentialgleichungen 


„P+uP=uQ+EQ0=uR+iüR=0 
bestehen. Eine Fläche, die diesen Gleichungen bei einem be- 
liebigen System von Null verschiedener Werthe u,u genügt, heisse 


eine Extremale für das vorgelegte Problem des relativen Ex- 
tremums. Sieht man von den Fällen ab, in welchen © für eins 
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der Integrale J, K Extremale im Sinne des absoluten Extre- 
mums ist, so hat man als nothwendige Bedingungen des relativen 
Extremums die Differentialgleichungen 


P+1P=Q-+19=R-+1R—=0, 
in welchen A eine endliche, nicht verschwindende Constante be- 
deutet. 


Aufgabe XIV. Die Fläche kleinsten Inhalts bei gegebener 
Begrenzung zu finden. 
Setzen wir mit Gauss 


E= ws l- Ya =- 2, t- Lu Cy = YuYyv —— Aufn 
u 


so ist das Flächenintegral 


J= || VEG — Frdudv; 
— VEG — Fe 


= V(Yu 2v — ZuYo)? + (Zulo — Lu 2o)? + (Cu Yo — Yu To) 
zu setzen; da J von der Wahl der Variablen u, v unabhängig 


ist, gelten die in § 62 abgeleiteten Identitäten. Die mit posi- 
tiver Quadratwurzel gebildeten Grössen 


wir haben also 


X Yu Zv TE Yuu tag Zuly — Zylu TA LuYy — CyYu 


VEG SFe e PEGE aI NER Ea 
sind die Richtungscosinus der in § 63 definirten Normale n. 
Man findet ferner 
a0) = YZ — 2 Y, D, = 2X — uZ®, a. 
a. „= Yu lF zu Yð, BT > = — Lu Y Fy, X 


die Gleichungen der Extremalen sind daher 
Ò (YZ — 2 Y) _t(uZ— 7) 


Z P= au 30 == s 
oder ausgerechnet: 
Yy Lu Kr, —'2u2,)= 0, 
„und — (X, — u) =, 
Ho Fu eur — (au Ya» — YyLr)— 0. 
Multiplicirt man mit X, Y, Z und addirt, so folgt 
Kneser, Variationsrechnung. 18 
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3. Dr er AR Pe E A 
(11) Zy Yv Zy | — | u Yu Zu | = —PX— QY— RZ=0. 
Ki Y Zu | | pE Ye Zu 


In der ersten Determinante setze man für X, Y, Z ihre oben 


angegebenen Werthe, und lasse den Factor (EG — F 273 weg; 
dann erhält man 


Yu Zu Yu Zw Zu Lu Ay Kv Lu Yu Zo Yv 
Yo Zo || Yu Zu By Lo | | Zu Xu Zo Yo | | Xu Zu 
F £uXu F Yu Yu F uZ 
Ge Ay + Yv Y; + Bol, 
Nun werde weiter gesetzt 
D = Xu + Wut ZZuu = — u Xu — Yu Yu — Zu Zu 
D = — Ka — Yy Yu — Ze bu = — u Xu — Yo Yu — Zo Zu 
D" = Xtov + Yyv F Zn = — £o Xo — Yo Yo — 22, 


wobei die Gleichheit des zweiten und dritten Aggregats jeder Reihe 
aus den Identitäten 
Lu X F Yu Y F lul = tX +y,Y+2Z2=0 

folgt, indem man nach u und v differenzirt; operirt man sodann 
an der zweiten Determinante in der Gleichung (11) ebenso wie 
an der ersten, so ergiebt sich 

1 „ 
a _n\*+|2 22 
Sind nun o, ọ' die Sed iaaa R positiv oder negativ 
genommen, je nachdem die Richtung » nach der concaven oder 
convexen Seite dc zugehörigen Hauptschnittes weist, so ist 

l ro AR Di ED — GD 

(12) a +7 EG ES Fal ; 
die BEE, unseres Problems, die Minimalflächen, haben also 
die mittlere Krümmung Null. 


Er. DG+D'E-2DF=o. 


Aufgabe XV. Die Gleichgewichtsfigur einer schweren 
Flüssigkeit unter der Wirkung der Capillarkräfte zu finden. 

Die Flüssigkeit sei theils von einer festen Wand, theils von 
einer freien Oberfläche S begrenzt, welche in der Curve © an 
die Wand grenzt. Es sei dr ein Raumelement der Flüssigkeit, 
n die innere Normale ihrer freien Oberfläche, ds ein Element 
der letzteren; alle auf die Wand bezüglichen Grössen seien von 
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den entsprechenden auf die freie Oberfläche bezüglichen nur durch 
den Index 0 unterschieden. Die Dichtigkeit der Flüssigkeit sei 1, 
die Schwere habe die Richtung -+ z; dann ist nach Gauss die 
potentielle Energie aller wirkenden Kräfte 


J = a | ds +b | ds? + c | zdr, 
wobei a, b, c Constante bedeuten, und jedes Integral über das 
ganze Gebiet erstreckt ist, dessen Element in dem Integranden 
vorkommt. Es ist also J zum Extremum zu machen bei gegebenem 
Werth des Volumens 
i f dr. 


Nun findet man mittelst der in § 63 angewandten partiellen 
Integration 


| zdt = — iz cos (nz) ds — | cos (n? 2) ds°, 
| dt = — | x cos(nx)ds -| x° cos (n? x) d S°, 


und für K findet sich, wenn man die analogen Ausdrücke mit 
y und z bildet 


3K =83 |år = — Í [x cos(nx) + y cos (ny) + 2cos(nz)] ds 
— f [x° cos (n&) + y? cos (n° y) + 2° cos (nz)] ds". 


Führt man ferner auf der Wand und der freien Oberfläche solche 
Coordinaten u°, v° und u, v ein, dass die in § 63 definirte Nor- 
male » überall nach dem Inneren der Flüssigkeit hineingeht, so 
hat man bei positiven Quadratwurzeln 


cos (nz) = X = (EG — FYÈ (yuto — Yolu), 
cos (n9æ) = X° — (EPG! — Fo Foy è (y2? — y? 28), 


und analoge Gleichungen; somit ergiebt sich 


J = a|| dudv YEG — F? — JE (uY — vyu) dudv 
€ 


— x? yg) dudo’, 


S Ye erg _ Pe ff 


k u AA 
0 
r= fje] N ye ki fe zu z? |- 
€ Go Yo By € x yo 2 
18* 
aremAT 


anne! 4 an 
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Variirt man die freie Oberfläche so, dass die Trennungs- 
linie & fest bleibt, so sind in dem Ausdruck J der dritte und 
vierte, in dem Ausdruck K der zweite Summand constant, können 
also unbeachtet bleiben. Bilden wir nun den Ausdruck PX + Q Y 
+ RZ für das Integral J, so geben nach den bei der Aufgabe XIV 
durchgeführten Rechnungen die mit a multiplieirten Glieder den 
Beitrag 

ED" —2FD + GD, 


NET. 
die Berechnung der mit ce multiplieirten Glieder ist leicht und 
man erhält auf Grund der Formel (12) 


wir merken [e : Br z) R ee]; 
Analog ergiebt sich für das Integral X 
PXOY- BRz=-VEG-F;, 

und die Gleichung der Extremalen ist 

(PAP XAL A EABAR E, 

1 1 
a | — — co == =A 
FA N 

Setzt man die Constante der Schwerkraft gleich Null, so 

verschwindet c, und man erhält die Gleichung 


1 5) 
e A = De A 
te 
als Lösung der Aufgabe, bei gegebenem Volumen kleinste Ober- 


fläche zu erzielen; die gesuchten Flächen haben dann constante 
mittlere Krümmung. 


§ 65. 


Ist die Randlinie & nicht gegeben, sondern nur durch ge- 
wisse Bedingungen beschränkt, und werden diese durch eine 
Fläche © erfüllt, welche das geforderte Extremum liefert, so 
bleiben die Bedingungen erfüllt, wenn man © so variirt, dass 
die Randlinie ungeändert bleibt, z. B. so, wie es in § 64 ge- 
schehen ist; es ergiebt sich also auch in diesem Falle zunächst, 
dass die gesuchte Fläche © eine Extremale sein muss. Dies vor- 
ausgesetzt, hat man jetzt nach § 63 im Falle des absoluten 
Extremums die Formel 
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4J = | (Udv — Van) + || dudv [dx, da... Oz); 
6 S 

wird ein relatives Extremum gesucht, und haben U, V dieselbe 
Bedeutung für das Integral K wie U, V für J, so ist 


4 (J+ åK) = | (U + 10) dv — (V +47) du) 
6 


(13) 7 
+ || dudo [ð x, da, ... Ozu], 
S 


und dieser Ausdruck geht in 4J über, wenn 4K verschwindet. 
Soll nun ein Extremum vorliegen, so muss die Grösse 4 J bei 
allen mit den vorgeschriebenen Bedingungen verträglichen Varia- 
tionen ein festes Vorzeichen haben. Aus dieser Forderung er- 
geben sich auf Grund des § 7 neue nothwendige Bedingungen 
des Extremums, wenn nur die Beschränkungen der Randlinie & 
unter der Annahme 


da = 3 Gaban Ò y = > EaNas 62 == = Enba 


a a a 
für die Constanten & Relationen von der Form 
i i lep = 0 
nach sich ziehen. 

Die wichtigsten Fälle sind diejenigen, in denen die Curve & 
an eine feste Oberfläche gebunden ist, oder ein längs dieser Curve 
gebildetes Integral einen vorgeschriebenen Werth hat. Im ersteren 
Falle hätte man eine Gleichung von der Form 
(14) põx + qðy + rôz + [dx, ðy, z], = 0; 
man könnte dieselbe mit einem unbestimmten Factor l multi- 
pliciren ($ 13) und integriren; dann würde sich ergeben 

Al —= f [Udv — Vdu + l (px + qðy + rdz) dt] 
6 
+ | [ðx, ðy, 62], dt + || dudv [ðx, òy, ...)- 

6 S 
Da nun U, V in den Variationen ôx, öy, z linear sind, so 
kann man den willkürlichen Factor l so bestimmen, dass unter 
dem ersten Integralzeichen diejenige Variation wegfällt, welche 
der Gleichung (14) zufolge durch die beiden anderen ausgedrückt 
werden kann, etwa Öz; dann müssen auch die Factoren der 
Variationen òx und y verschwinden, wenn diese keinen weiteren 
Beschränkungen unterliegen. Setzt man nämlich 
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OD  Ööy—isn, 
und bezeichnet durch &, n willkürliche Functionen von ft, so 
liefern das zweite und dritte Integral in dem Ausdruck 4J nur 
Ausdrücke [e],, und damit 4J ein festes Vorzeichen habe, muss 
das in & lineare Glied verschwinden. Man kann also einfach die 
Gleichung 


(15) 0= | [Udv — Vdau-+1(pöx + qöy + rôz) dt] 
G 


ansetzen, und sie behandeln wie die Gleichung òJ — 0 beim 
absoluten Extremum des einfachen Integrals. 
Soll ferner ein Integral 


iog dx dy dz 
L=|W (z, nE ar’ 7) 
€ 


längs der Curve Œ einen vorgeschriebenen Werth annehmen, so 
ergiebt die Argumentation des § 32 ohne jede Modification, dass 
eine Constante u existirt, für welche bei willkürlichen Varia- 
tionen òx, .... die Gleichung 


f (Udv — Vau + uò Wdt) = 0 
besteht. 


Beispiel. Die Fourier’schen Gleichungen der Wärme- 
leitung als Lösungen einer isoperimetrischen Aufgabe. 

Es sei ds das Element eines gegebenen ebenen Flächen- 
stücks M, dt ein Bogenelement seines Umfangs Q, n die innere 
Normale desselben. Das Integral 


[el +] 


soll zu einem Minimum gemacht werden bei vorgeschriebenen 
Werthen von 


in. ie 


M 


Will man die bisherige Anschauung festhalten, so ist f als dritte 
rechtwinklige Raumcoordinate anzusehen; & ist eine Raumcurve, 
deren Projection auf die «y-Ebene % ist. Offenbar ist 


TATTA =ò| as [GE + GE +r] 
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Er [as (-%- Th af) 87 


i] 0x2 ey? 
M 
of öf ) 
2 | dt G cos(nx) —+ ay cos (ny) ) Òf; 
C 


wenn daher zunächst © festgehalten wird, ergiebt sich 
oaf o af 
òx? + oy dr 
Ist diese Gleichung erfüllt, und wird © variirt, so hat man 


40439 = — 2 f at êE af + È 18 dfo Of) ds: 
g M 


Nun ist 
ÒL — 2 | förfdt, 
Q 


also ergiebt sich als letzte nothwendige Bedingung des Extre- 
mums 


E E re 


Aufgabe XIV. Man findet aus den in § 64 gegebenen 
Formeln unmittelbar 
Udv — Vdu = òx { (YvZ — zs Y) dv + (YuZ — zu Y) du} +.. 
19» òy Öz| 
— |dz dy dz £ 
| A R i | 
Soll also © einer gegebenen Fläche angehören, welche die Re- 


lation 
px + qðy + röz +- [ðx, ðy, zh — 0 
ergiebt, so hat man in der Gleichung (15) die Coëfficienten der 
Variationen gleich Null zu setzen: 
Zdy — Ydz + lp = 0, Xdz — Zdx 4+ lq = 0, 
Ydx — Xdy + lr = 0. 
Hieraus folgt, da l offenbar nicht verschwinden kann, 
pX+4Y+rZ=0, 
d. h. die gegebene Fläche steht auf der gesuchten Minimalfläche 
senkrecht. 


Aufgabe XV (§ 64). Variirt man @, so sind auch die 
letzten Summanden der Ausdrücke J und K veränderlich. 
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Man erhält zunächst 
3(Udv— Vdu) = da (zdy —ydz) + dar (zrdy — yde?) + -3 
nun ist längs der Curve © 
(16) e=, s= ÒT, y= y’. 
die Integrationsrichtung, in welcher man das in der Differenz 
AK auftretende einfache Integral zu nehmen hat, ist aber bei 
der Wand und der freien Oberfläche entgegengesetzt, da sie 
jedesmal um die Richtung n im positiven Sinne herumlaufen 
muss. Man hat daher 
(17) dx = — da, dy = — dy’, dz = — dz? 
zu setzen, so dass der obige Ausdruck verschwindet. Aehnliches 
gilt von den Theilen des Ausdrucks Udv — Vdu, welche von 
dem zweiten und vierten Summanden der Grösse J herrühren ; 
dieselben sind 


= (— dady + òðyda) + 5 (— dardye + òy da), 


geben also nach (16), (17) die a Null. Demnach bleibt im 
Ausdruck (13) unter dem einfachen Integralzeichen nur das übrig, 
was von den mit a und 5 multiplieirten Gliedern herrührt: 


Òx la (YZ — 2 Y) dv — a (Zu Y — YuZ) du 
+ b (y? Zo — 2? Y^) dv — b (2% Y0 — y} Zo) dw) +- 


kd 


òx y Öz ö 0ye OA 
dæ dy dz | + b | —dz — dy —dz 
Er PS ANE ai 


Jetzt sei dt ein Bogenelement der Curve ©, v und v° diejenigen 
ihrer Normalen, welche die Wand und die freie Oberfläche be- 


rühren; dann = man 
cas (vX) == 2% — Y= i cos (v? x) = Z° ay — Y° a4 
= dt’ dt Ale 


und man kann sagen, das Integral 
fat (a [dx cos (vx) + ôy cos (vy) + òz cos (v2)] 
& 


— b [dx cos (v!x) + òy cos (vy) + òz cos (vVz)]} 
muss verschwinden, sobald 
Xox + Yy + Zrdz2 = 0. 
Hieraus folgt bei passender Wahl von l 


www.rcin.org.pl 


§ 66. Das Extremum von Doppelintegralen. 281 


a cos (v£) — b cos (vox) = 1 X°, 

acos (vy) — bcos (v° y) = l Y°, 

a cos (vz) — bcos (v? 2) = lZ.. 
Nun ist die Richtung v° zur festen Wand tangential, also 

X? cos (v! x) + Y° cos (vy) + Z° cos (vz) = 0; 
die vorigen Gleichungen geben daher 
a cos (vv?) — b = 0, 

d. h. der Neigungswinkel der freien Oberfläche gegen die Wand 
ist constant. 


§ 66. 
Es sei 
Cat = Cba (a, te 1, 2, 3) 
irgend ein symmetrisches Grössensystem; bestehen dann die 
Gleichungen 
(18) eai + eaab + sc = O, 
ea1% + eaab + easy = 0, (a = 1, 2, 3) 
setzt man 
by — cb = £, ca — ay =n aß — bœ = ¢, 
und ist mindestens eine dieser Grössen von Null verschieden, 
so folgt 
eai $ eaa | Cas = É : N : É; 
oder auch 
ara: = E2 i En : EE, ai = NE : n? : né, 
e3 1:632: €g3 = E:N: 2; 
es giebt daher eine solche endliche Grösse m, dass die folgen- 
den Gleichungen bestehen: 
md, ea = MEN, e3 = MES, e = mn? 
€23 = MNE, e33 = md}. 
Von dieser allgemeinen Bemerkung machen wir Gebrauch 
bei den Gleichungen, welche aus den Gleichungen (5) des § 62 
durch Differentiation nach Zu Yu, ..- Zy folgen. Wir setzen zur 
Abkürzung 
RE E E A A EE N e 
dann haben é, n, & zufolge der in § 63 betreffs der Grössen (6) 
eingeführten Voraussetzung nicht alle den Werth Null. Differen- 
ziren wir die Gleichungen (5) nach a und «, so erhalten wir die 
acht Gleichungen 
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0 = a Daa + bra F CDea;, 
a — 4 Daa + bDra + CDen, 

U ar B Dra + YD.a 
19 0 = aD. + P Dia + ya + Da 
(9) Da = Daa H BDpa F YDyo 

D= w Daa BPDsa + Y Dya, 

0 = a Daa H bga F cDd,.-+ Da 

0 = AD: u — b Dza — CDa: 
Diesen reihen sich sechzehn andere an, welche entstehen, wenn 
man die zweiten Suffixe æ und «& gleichzeitig durch b und ß 
oder durch c und y ersetzt und dieselben Substitutionen in den 
vorkommenden ersten Ableitungen macht. Letztere sind leicht 
zu eliminiren; man erhält offenbar die Gleichungen 

a (Daa + Daa) + b (Dra + Dga) + c (Bea + Dya) = 0, 

& (Daa + Daa) + P (Dora + Dga) + y (Dea + Dra) = 0, 
aus denen wieder vier ähnliche durch die oben angegebenen 
Substitutionen entstehen. Die so erhaltenen sechs Gleichungen 
bilden ein System von der Form (18), wenn man den Grössen 
eap folgende Werthe giebt: 

2 Oia, Dra — Dia, Dea -— Dja; 
Das nz Dam 2 Drg, D.s — Dt; 
Day =r Daco, Doy Sr Dgo 2® «y; 
es folgt daher nach der obigen allgemeinen Bemerkung, wenn 


wir die Werthe 
¿= XJE@G— F”... 

einführen, dass eine gewisse Grösse Pı, folgenden Gleichungen 
genügt: 
Daa = Dia X’, Dra H Dra = 20, X Y, Daa tH Dya = 20,XZ, 
Das = Dar = 203 X Drg = is Y:, Dg + D; == 20,5 YZ, 
Day + Dae = 2D, Z X, Doy + Deg = 201Z Y, D., = 0,2%. 

Die von ersten Ableitungen der Function ® freien der Glei- 
chungen (19) und der aus ihnen abgeleiteten, zwölf an der 
Zahl, zerfallen ebenso in zwei Systeme von der Form (18), in 
welchen die Grössen eap durch eines der folgenden beiden 
Grössensysteme ersetzt sind: 


Daa Dar, D, (2) Daa, Dap, Dzy, 
Dra, Dir, Dic, Dia, Ds Dzy, 


Din Der, Die Dra Dp, ®,;; 
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es giebt daher solche Grössen ®, ,, ®,,, dass folgende Gleichungen 
bestehen: 
4, Bar Dean ei 2 ei Bi 
= DV Di: 
Daa — Da X?, Dee = 9,7? D,,—= 9,2, Dey — Daa YZ, 
Dia DlA Ds DA. 
Aus einigen von diesen und den obigen analogen Gleichungen 
kann offenbar mit Rücksicht auf die Identität 
X2? + Y2? + Z? = 1 
geschlossen werden 
(20) ®ı z + Dr, + Deo, D, 5 = Deu + Dsg + Dy 
9: = Daa + Dog F Dey 
Beispiel. * Setzt man, wie in der Aufgabe XIV, 
®O—=YJEG — F?, 


so erhält man aus den Gleichungen (10) unmittelbar 


DD. P L az 2 _ (Z-Y; 
0x2 == 00 — 7, D ; 
_9®® wi — YuYv — uf (YZ — ZY) Liai 
PER Pas = Ð ar 
A _ ta _ QuZ 
22 ale Be en p © 


In jedem dieser Ausdrücke verschiebe man gleichzeitig die Buch- 
staben x, y, z und X, Y, Z cyklisch; dann erhält man &,,, ®.., 
Dap, Dey, Dee, ®,, und die Gleichungen (20) ergeben 
G — F E 
va VEG — F? Ta VEG — F” Sacs VEG—- mr 
Die Grössen ®,,, Bio Pao hängen offenbar von der Wahl 
des Variablensystems u, v ab, haben aber gewisse von diesem 
unabhängige Eigenschaften. Wenn insbesondere die Form 
p = D, h? Ag 2D,;hk + Dk? 
definit ist, so gilt, wie wir zeigen wollen, dasselbe von der ent- 
sprechend gebildeten Form %°, zu welcher man von einem 
anderen System unabhängiger Variablen r, s gelangt. Die Form 
p ist nämlich, wenn z. B. X nicht verschwindet, dann und nur 
dann definit, wenn dies von der Form 
0 = Daah? +2 D.chk + Daak? — X24 
gilt; setzt man nun 
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so hat man 

l = ar F av, A = Als A- Os 
sowie zwei ähnliche Gleichungen, die aber a und « nicht ent- 
halten, und es gilt zufolge der für die Function ® eingeführtem 
Voraussetzung (1) die Identität 
(r, s) 
(wo) 


D(x Y A a, bye a, B y D (a, y, 21 m,n, A, u, v) 


oder kürzer geschrieben 
D — D . ọ. 
Hieraus folgt, da ®° die Grössen a und & nur in den Argu- 
menten l, 4 enthält: 
: ol 04 
>. 0 ee =. 0 0 
Da = (D Z + a Z) e = o (O + Din) 
Daa = Q (Dhu? +2 Dhrur us + D? us), 
Daa = o (Dh Ur Ur — Dh (UrVs + Ws Vr) m D? Us vs), 
Qie = Q (Dh u + 2 DIV, Vs + ®},03). 
Die Form # ist also mit der Form 
ọ (Dah + 2 Dırhoko + D21ko) = 00° 
identisch, wenn man setzt 
ho = urh + vrk, ko = Ush + vsk, 
und die Formen und 0° sind stets zugleich definit. Von letz- 
terer unterscheidet sich aber die Form %° nur um einen 'posi- 
tiven Factor, womit die ausgesprochene Behauptung erwiesen ist. 


Die Vorzeichen von y und %® sind identisch oder verschieden, 
je nachdem die Functionaldeterminante ọ positiv oder negativ ist. 


8 67. 


Wie schon in $28 benutzt wurde, entsteht in der Taylor’- 
schen Entwickelung einer Function f (æ + h, y-+k,...) die 


doppelte Summe der in h, k,... quadratischen Glieder aus den 
linearen, indem man die Operation 
ò ò 
h Er A-k = a 
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anwendet und A, k, ... ihr gegenüber als constant betrachtet. 
Die entsprechende Operation bei der Taylor’schen Entwicke- 
lung der Grösse 

(21) D(x 4+ òx, y H iy 2 +62 Lu + Hau --.) 


ist oftenbar 
Ò fa) 
ôx zN rn , 


also mit der Operation ô selbst identisch, so dass man die dop- 
pelte Summe der in den Variationen quadratischen Glieder des 
Ausdrucks (21) schreiben kann 


ô (òD) =Ò (Brr +: +9, dm FH), 


ò (szk A Ot mE ea E0 
gesetzt wird. Den erhaltenen Ausdruck bezeichnen wir durch 
ö2® und nennen ihn die zweite Variation von ®, sein über die 
Fläche © erstrecktes Doppelintegral die zweite Variation des 
Integrals J und setzen 


(22) ĝıJ = ff ðbdudv = (| 00D) dudv; 
€ S 


wobei 


man erhält dann offenbar 


AJ = òT + 40T + || dudv [öx, ... Ò zeh 
© 


Nun ist das Zeichen ô mit dem der Integration und Differen- 
tiation nach u und v vertauschbar; wendet man diese Bemerkung 
auf das äussere Zeichen ð an, welches in der Formel (22) rechts 
auftritt, so ergiebt sich 

92) — ò || òPdudv = (ðJ), 
und da nach § 63 geschrieben werden kann 


(23) ðJ — | (Udv — Vau) + || dudv (Pöx + Qðy + Ròz), 
6 S 


so folgt die durch Rechnung leicht verifieirte Formel 
027 = | (dUdv — ò Vdu) + || dudv (ò Pòx+ò Qy + òRòz). 
& € 


Verschwinden die Grössen dx, öy, öz längs der Randlinie ©, so 
gilt dasselbe von ô U und òV, da jedes Glied dieser Ausdrücke 
eine jener drei Variationen als Factor enthält, und es bleibt 
&2J — || dudv (Pòs + 8Q8y + ÖRB:), 
€ 
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Diesen Ausdruck gestalten wir um unter der Voraussetzung 
(24) oz = Xo, öy= Yo, di = Zoe; 
eine solche Variation heisse nach Analogie des in $ 24 ein- 
geführten Begriffs eine Normalvariation. Bei einer solchen 
schneidet die Verbindungslinie der Punkte (x, y, z) und (£+ òx, 
y + òy, z + dz) die Fläche © senkrecht, und der Abstand der 
beiden Punkte ist + @, je nachdem die Richtung vom ersten 
zum zweiten mit der Normale n übereinstimmt oder ihr ent- 
gegengesetzt ist. Wenn dann ôv, ôy, öz an der Randlinie ver- 
schwinden, so gilt dasselbe von œ. Bei der Bezeichnung 

Q — XP + YQ + ZR 


hat man also 
(25) 92.) = || Qødudv. 
© 


Der Ausdruck Q ist, wie man leicht übersieht, in Bezug auf die 
Grösse w und ihre Ableitungen erster und zweiter Ordnung 
linear homogen. Setzt man für œ die partielle Differential- 
gleichung 

(26) 2—0 

an, so erhält man aus den Formeln (23) und (25), wenn die be- 
trachtete Fläche eine Extremale ist, 


AJ — ff dudv [0, Ou, ®,l; 


ist also die Randcurve © durch das Verschwinden eines Integrals 
der Gleichung (25) definirt, so muss man, da auch — œ eine 
Lösung dieser Gleichung ist, im Allgemeinen erwarten, dass 4J 
sowohl positiv wie negativ wird. Ein Extremalenstück liefert 
daher im Allgemeinen kein Extremum des Integrals J mehr, 
wenn es eine geschlossene Curve enthält, längs deren ein be- 
stimmtes Integral der Gleichung (26) verschwindet. 

Um letztere übersichtlich zu gestalten, differenziren wir die 
Gleichungen (24), wodurch wir erhalten 
ða = Ou X + oXun Ôb = Oo, Y + oYn ÒC = OuZ F 02. 
ða — oy X + o X., ÒB = om Y + 0o Y,, ôy = oZ + oZy. 

Sodann werde eine abgekürzte Bezeichnung für dreigliedrigə 
lineare Ausdrücke eingeführt, deren Argumente ôx, ðy, öz oder 
X, Y, Z oder die Ableitungen eines dieser Grössensysteme nach 
u oder v sind; als Coäfficienten treten hauptsächlich zweite Ab- 
leitungen von ® auf. Wir bezeichnen ein solches Trinom durch 
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sein eingeklammertes erstes Glied, und setzen fest, dass in allen 
Coöfficienten eines Trinoms das erste Suffix von ® stets dasselbe 
sein soll, das zweite aber die Werthe x, y, z oder a,b, c oder 
œ ß, y durchläuft. So ist z. B. 

[D..02] = Daadx + Du30y + Da,62, 

[Dha Xu] = Dza Xu + Dir Yu — Dsc Zw 
In derselben Weise können wir auch solche Trinome darstellen, 
deren Coëfficienten aus den bisher betrachteten durch Differen- 
tiation nach « oder v entstehen, z. B. 

Daa TA Die ò Dag o®,, 
I 
Offenbar kann das zweite Suffix von ® innerhalb der Klammer 
stets nur a oder x oder œ sein, während das erste jedes der 

neun in ® auftretenden Argumente bezeichnen kann. 
In dieser Bezeichnung gilt, da 
a year CH 
ou òv 


die Gleichung 
ò P — [Drs dx) + [Dra da] + [Pra de] 


At La (Daad 1] + [®..da] + [Daða] 


— [8.282] + [Daada] + [Daada]; 


hieraus erhält man die Grössen Q und ôR, indem man in den 
ersten Suffixen die Buchstaben x, a, « gleichzeitig durch y, b, ß 
oder 2, c, y ersetzt, alles andere aber ungeändert lässt. Wir 
fassen nun zunächst die Glieder ins Auge, welche die Trinome 


(27) TAN T PEE KA [®,.d«] 
ergeben. Offenbar ist 


D TO Dry A 
Er [Orsz | u òa | + [9.204]; 


lassen wir daher Glieder weg, welche nach der Substitution 
(24) den Factor œ enthalten, so liefern die Aggregate (27) und 
die ihnen analogen in ô Q und ôR zu der Summe & den Beitrag 
X ([®..da] — [Daða] + Y ([®,.da] — [0,.8.]) 
+ Z ([8,.da] — [®..da]) 
oder, indem man abermals Glieder mit dem Factor œ ab- 
scheidet 
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os {X (Osa X] — [Dre X) + Y (Oy X] — [D.X] 
+ Z ([9:4 X] — [D.X], 
und dieser Ausdruck verschwindet, da z. B. X2 und X Y mit 
den Factoren 
Daa — Dary Des — Diy F Dya — Diz 


behaftet sind, deren Werth Null ist. Die Glieder (27) und ebenso 
die Glieder l 


pea 
[Daða] — —; [Darò] 


geben also mit den ihnen analogen in ò Q und ÒR für & einen 
Beitrag, der œ enthält, multiplicirt mit einer von @ unabhängigen 
Grösse. Dasselbe gilt von den Gliedern [Prs x], |®,.92], [B-20]; 
man kann daher setzen 


2 — o (-) = — X |2 (Duada) + [Daut] 


fa s 
HË ((Deda] + [D.usa))) 


— Y [Ê (Daða) + [Preda] 
+5 (B;.8a] + [94.80)) 
— Z |É Mada] + [Deua] 


+ (19,.8a] + [Daða] 
Benutzt man dieGleichungen (24), so wird der Factor von — X 
lo [Daa Xu] + ou [Daa X] + @ [DiuXı] + ov [Daa X] 


FE fo [Daa X] + Du [Dua X] H 0 [Dua Xo] + © [Dea X] 


Die Definition der Grösse ®,, (§ 66) ergiebt aber 
[Daa Xu] = Dıı (X, HX Y Y, + XZZ) = 0; 
[Daa X] = 9, (Xt! + XTY- X2) = 0, X; 
ebenso erhält man 
BE Oaa D 
der Factor von — X ist also 


www.rcin.org.pl 


§ 67. Das Extremum von Doppelintegralen. 289 


Ri 
ou 
+ L {Da2 0, X 7 w [Daa Xu] + Ou [Daa X]}. 


Weiter gilt nach § 66 die Identität 
[Daa X] + [Paa X] = 2 D, X; 
der Ausdruck (28) kann daher wie folgt geschrieben werden: 
X (Dii Ouu == 2 BR + ®,,@,,) 


to, iger er nu 
+0 [OK] + REN +0) 


Eine na ct ueni die Identität 


[Daa Xo] F [Paa DAE A Xy+ (D, p+ Pas) Y, (Day De c) Zo 
—=29®,(X?X,+ XYY,+XZZ) =), 
und die analoge 


(D 10u X —+ (r) [Bau Xy] — Oy [Daa X]} 
(28) 


[Daa Xu] + [Daa Xu] = 0; 


der Factor von — Xo, wird daher einfach 
Ò Daa ô (Bıı X) 
E òv |+ Du a 
und in dem ganzen Aggregat & erscheint @„ mit dem Factor 
PL: yêu _ y ĉa L a I z (112) 
ou m 0 TER 
ae 
v Ov 
FNE Ai wer a aa it een 
ap ou òv = +3 KT ae Be 
-+ © Mt Dga) w Y+ — Se = i XZ+ T D,;) YZ). 


Diese Grösse kann nach der N der Grössen ®,,, Pia 
geschrieben werden 


ôd, _ 20X) ILIRE 
perdr 


ou = 08 = 
è Dı ei 
ira NE (X? + Y? — 22)2 
— 20, (X? = BEMELETLEHZS 
Ak, òD o Dia 
a Be: 
Kneser, Variationsrechnung. 19 
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Analog ergiebt sich als Factor von œ, der Ausdruck 
Da _ dD, 

ou ev 

und man erhält schliesslich 


2 = 00.) o (2n fuy Tma) — Te a- Sr) 
(29) — Dij @uu — 2 Dia @u» — P32@, 
© ö 
—= 0,0 — Du (Di1 Ou -+ Di 04) — z0 (Di 20u + D Owy). 


Der explicite Ausdruck für ®, ist aus der durchgeführten Rech- 
nung leicht zu entnehmen; man erhält ihn, indem man, bevor 
die Differentiation nach « und v ausgeführt wird, dx, òy, Öz, 
da, 00. 0c; ö«, 0p, 0y durch X E2 A Y Zu & I Zy 
ersetzt, aus dem ursprünglichen Ausdruck 


py 088, cal 080, 00; 
= x(80, — 5 =)+ Y (òo, Apie e) 
Be 00®, 
orra Ju Ow ): 


Beispiel. Um ®, bei der Aufgabe XIV zu berechnen, be- 
achten wir zunächst, dass die Identität 


Lu X H Yu Y F 2uZ = 0 
bei der vorliegenden Normalvariation ergiebt 


Lu X F Yud Y F uZ + X (Xo, + 0X) He = 


oder 


Xu X I Yu Ò Y + zuð Z = — 0; 
ebenso erhält man die Gleichung 
Ly X F på Y F að = — o. 


Hieraus und aus der Identität 

XÒ X + YY -+ ZðZ=0 
folgt, dass die Grössen ô X, ô Y, ÒZ und ihre Ableitungen nach 
u,v in keinem Gliede den Factor œ enthalten, sondern in den 
Ableitungen dieser Grösse homogen linear sind. Der Coëfficient 
von » in dem Ausdruck & ist daher derselbe wie in dem er- 
weiterten 
(30) & -+ PX + QY + RôZ = ò (PX + QY + RZ) 
Nun hat man ($ 64) bei der vorausgesetzten Form von ® die 
Identität 
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BEE >. Sn A 
PX + QY -+ RZ = Lu Yu Zu — | Lı Yo % ; 
ae SE e 


die rechte Seite der Gleichung (30) setzt sich daher aus sechs 
Determinanten zusammen, welche aus den hingeschriebenen ent- 
stehen, indem man jeweils den Gliedern einer Horizontalreihe 
das Zeichen ò vorsetzt. Von diesen Determinanten liefern aber 
bei der angegebenen Beschaffenheit der Variationen IX, ò Xu, 


Ò Xa, ... nur die folgenden beiden Glieder mit dem Factor œ: 
| EIER ae ie nt 
dx öyu Ozu | — | da, Yy O2, | 
ER A u | 
= | oX, + Xo,- m la 
| S 2 | 
IR ar FE a 
| und 


und man erhält schliesslich 
D == 223 + K Yalin 


EEA E a A A (ee) 
ou VEG ZpS 
ð /—Fo, + Eo, i 
òv ( YEG—F: ) 

Die Fläche, für welche die Grösse & gebildet ist, sei, was 
bisher nicht vorausgesetzt wurde, speciell eine Extremale, d. h. 
eine Minimalfläche. Auf einer solchen können die Variablen 
u, v so gewählt werden, dass 


Zu: y 
PR EEE ee eE | 
SE 2u ee 2v Ba de aa 
r Rr ge LRT eng me a er er, 


es folgt dies nach Bonnet und Weierstrass leicht aus dem 
Verschwinden der mittleren Krümmung. In diesen Variablen 
nimmt der Ausdruck (29) folgende specielle Form an: 

— 80. 020 020 


T (1 -p u- ve òu? dv? 
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Wenn also im Inneren eines Minimalflächenstücks eine geschlossene 
Linie œ — 0 liegt, und œ der Gleichung 

0? 0 02 0 350 
ou? Ti ov? y (1 + w? -+ v2)2 
genügt, so wird das Minimalflächenstück im Allgemeinen kein 
Minimum der Oberfläche mehr liefern. 


-e 


$ 68. 


Da die Function ® für jedes auf der Fläche © erreichte 
Werthsystem x, Y, ... 2, regulär ist, kann man die Grösse 


Ð (x + òx, y + Y, ... Zu + Ò Zo) 
in eine Taylor’sche Reihe entwickeln, in welcher die Glieder, 
die in den Variationen von erster und zweiter Dimension sind, 
ausgeschrieben, die Glieder höherer Dimension aber mittelst der 
Lagrange’sche Restformel zu einem Ausdruck 

OOD a 00.:.08) 
zusammengefasst werden, der eine cubische Form der neun 
Variationen ist. Die Coëfficienten derselben sind gewisse Ab- 
leitungen von ®, gebildet für ein Werthsystem 
æ + 052, -oy Lu H OÒ Lui en Zo + 002, 
in welchem 0 zwischen den Grenzen 0 und 1 liegt; da nun die 
Ableitungen der Function ® auf derFlächeS endlich und stetig 
sind, so liegen die Coefficienten der Form ọ dem absoluten Be- 
trage nach unter einer positiven Grenze, die von der Wahl des 
betrachteten Flächenelements unabhängig ist. Dasselbe gilt von 
den Coefficienten der cubischen Form der Argumente ©, Ou ®,. 
in welche ọ bei der Normalvariation 
(31) ow =oX, dyzaol g>naZ 
übergeht. Da nun die Grössen 
00, 00, Ou Oy 
"TENET H E TE TT T +0} 

wenn ©, Ow ©, nicht zugleich verschwinden, dem Intervall von 
— 1 bis -+ 1 angehören, so kann man die Grösse 


ọ 
oF oF o? 
auch als lineare Form der Argumente ©, Ow ©, auffassen, deren 
Coëfficienten zwischen endlichen, von œ unabhängigen Grenzen 
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liegen. Der absolute Werth dieses Ausdrucks wird also bei der 
Annahme 

(32) lol<s;, |u|<zs |&|< e 

mit & unendlich klein, 

Jetzt sei o (©, @,, ©) eine quadratische Form, welche auf 
der ganzen Fläche © endliche und stetige Coefficienten hat und 
definit ist; dann besteht für beliebige Werthe ©, Ou, ©», welche 
nicht alle verschwinden, die Ungleichung 


p (0, Ou, Ov) 

o -+ vk + © >» 
in welcher rechts eine von u, v, œ unabhängige positive Grösse 
steht. Hieraus folgt, dass die Grösse 


p (0, Ou, Ov) +0 
0? + oz + os 

bei der Annahme (32) das Vorzeichen der Form ø hat, sobald 
& hinreichend klein angenommen wird. Der Zähler dieses Aus- 
drucks hat daher, auch wenn die Grössen ©, Ow ©, zugleich 
verschwinden dürfen, niemals ein anderes Vorzeichen als die 
Form ọgọ. 

Diese allgemeine Betrachtung benutzen wir zur Bestimmung 
des Vorzeichens der Grösse 4J bei der Normalvariation (31). 
Nach § 67 ist nämlich 


AI = || dudv (420 + [d2, ... zh) 
& 


= || dudv {} oQ + 0); 


wenn nun œw am Rande der Fläche © verschwindet, so ergiebt 
sich durch partielle Integration mittelst des Ausdrucks (29) 


(33) ðJ — f[Lodudv = dudv (®,02 + P (Ou, @,)}; 
S S 
wobei gesetzt ist 


Ü (h, k) es Dph? — 28, ;hk + D,,K2; 
somit folgt 


2 AJ = ff dudv {Ð 0? + Y (Ou 0) + 20). 


Da ferner bei der vorausgesetzten Beschaffenheit der Grösse w 
die Gleichung 
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[i RE 1a- (20°) +) = 0 


{ 


gilt, wenn « ß beliebige, auf der Fläche © stetige, mit 

stetigen ersten Ableitungen versehene Functionen von « und v 

sind, so erhält man, indem man die letzten beiden Gleichungen 

addirt, 

(84) 249 = || dudv [0 (0,00) + 20] = I + 2 || edudv 
€ 


© 


mit der Bezeichnung 
0 (h, k, l) = (D, + Ou + Bo) ke + 2uhk + 2ßhl + Y (k, l). 
Gelingt es daher, die Functionen œ und f so zu bestimmen, dass 
die Form 6 auf der ganzen Fläche © definit ist, so hat 4J 
ein festes Vorzeichen; damit ist ein Kriterium für das Ein- 
treten des Extremums abgeleitet, das wir nach Brunacci be- 
nennen .wollen. Dasselbe ist auch bei isoperimetrischen Auf- 
gaben anzuwenden; denn. liegt eine Normalvariation vor, bei 
welcher in der Bezeichnung des $ 64 die Grösse AK ver- 
schwindet, so ist 

AIT =A (ITA AK $9(J+AK)=0, 
und die Formel (54) bleibt gültig, wenn man rechts ® durch 
D + AW ersetzt. 

Das Extremum, welches durch ein festes Vorzeichen der 
Grösse AJ unter den eingeführten Voraussetzungen gesichert 
ist, hat einen besonderen Charakter und ist dem schwachen Ex- 
tremum des $ 17 verwandt. Man vergleicht die Fläche S mit 
allen, welche durch eine hinreichend kleine Normalvariation, also 
durch Verschiebung jedes Punktes in normaler Richtung aus ihr 
entstehen; dabei bleiben nicht nur die Grösse der Verschiebung, 
sondern auch die absoluten Werthe ihrer Ableitungen nach w 
und v unter einer gewissen Grenze. Letztere Grössen brauchen 
übrigens nur solche Eigenschaften zu haben, dass die über die 
Fläche © erstreckten Integrale ganzer rationaler Functionen von 
©, Ow, ©, einen Sinn behalten und nach den gewöhnlichen Regeln 
der Integralrechnung, insbesondere durch partielle Integration. 
transformirt werden können. Das hiermit definirte Extremum 
reicht für viele Anwendungen, insbesondere die mechanischen, 
aus; übrigens dürfte unschwer zu zeigen sein, dass durch eine 
Normalvariation der betrachteten Art jede Fläche entsteht, welche 
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hinsichtlich ihrer Punkte und Tangentialebenen von © hin- 
reichend wenig abweicht. 

Um nun die Brunacci’sche Bedingung für die Anwendung 
geeignet zu machen, gehen wir davon aus, dass die Form y (k, l) 
offenbar, wenn die Bedingung erfüllbar sein soll, definit sein 
muss; dann ist 

Dı Dao — Di >0 
und die Form 6 (h, k, l) ist ebenfalls definit, wenn ihre Deter- 


minante das Vorzeichen der Form y hat. Um dies zu erreichen, 
kann die Gleichung 


(Di1 Daa — Dia) (Dy + Qu + Br) — DP? + 29,50B — Dr? 
— y (8,1955 — Dia) 
angesetzt werden, in welcher y eine Constante bedeutet, deren 


` Vorzeichen mit dem der Form % übereinstimmt; denn die linke 
Seite ist die Determinante der Form 9. Setzt man hier 


T 
re 
so ergiebt sich 
(®,1D,; — Dia) [Do w + w (Ou + ru)] 
+ o [— (i122 — Dio) wu 4 Biar — D20] 
+ t [— (Pi Pa: — Di) w, — Dit + D20] 
= yw? (Di D22 — Dio); 
diese Gleichung wird erfüllt, wenn 
6 = — DjWu — Dun, Tt = — Dzi Wu — Daa Wr, 
Diw + Ou + Ty = yw, 
oder auch, wenn w ein Integral der Gleichung 


fal 
(s — y) w — Iu (Dii Wu + Bia Wy) 
(85) i 
== (Dzi Wu + B23 WwW) = 0 


ist, und 6, zt durch die vorausgehenden Gleichungen definit werden. 
Gelingt es also, ein auf der ganzen Fläche S nicht verschwinden- 
des, mit seinen ersten Ableitungen stetiges Integral der Gleichung 
(35) zu finden, so wird bei der obigen Bestimmung der Func- 
tionen «&, ß die Form 9 (h, k, 1) definit positiv, und die Bru- 
nacci’sche Bedingung des oben definirten Extremums ist er- 
füllt. 
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Eine nähere Discussion ist überflüssig, wenn ®, auf derw 
ganzen Fläche & das Vorzeichen der Form % hat; dann ist die 
Form ®, h? + 4 (k, l) schon definit, so dass einfach « = ß = 0) 
gesetzt werden kann. Nimmt die Grösse ®, auch Werthe vom 
anderem Vorzeichen an, so ist die Beziehung der Gleichung (85) 
zur Gleichung Q — 0 zu beachten, in welche sie übergeht, in- 
dem man y = 0, w = œ setzt. Hat die Gleichung & = 0 eim 
auf der Fläche © nirgends verschwindendes Integral w, so findett 
man leicht 


w20 (h, k, l) = y (wk — w„h, wl — wk); 


die Grösse ðJ hat also der Gleichung (34) zufolge das Vor- 
zeichen der Form % und verschwindet nur, wenn auf der ganzem 
Fläche © 

W Ou — WO = WO, — W0 = 0, 
d. h. w und œ sich nur um einen constanten Factor unter- 
scheiden. Das ist, da œ am Rande verschwindet, nur möglich, 
wenn überall œ = 0. 

Ein Integral der Gleichung & — 0 von der angegebenen 
Beschaffenheit kann unter einer leicht aufzustellenden Bedingung 
gebildet werden. Das Flächenstück © sei ein Individuum einer 
Schar von Extremalenstücken, welche durch die Gleichungen 


(36) g == (m, V, a), y=n(u, V, a), a == v, a) 

dargestellt werden; die Functionen £, n, é seien regulär, wenn 
das Werthsystem (u, v, a) einem gewissen Gebiet (X) angehört, 
innerhalb dessen auch die zur Fläche © gehörigen Werthsysteme 


liegen. Es sei ferner innerhalb des Gebiets (A) die Functional- 
determinante 


0m, ©, 6) 
von Null verschieden; dann sagen wir, die betrachteten Extre- 
malenstücke bilden ein Feld. Zwei von ihnen, welche zu den 
Parametern a und a + da gehören, und deren erste wir mit © 
identificiren, seien durch die Gleichungssysteme (36) und 


z =— é (u, v, a + òa), TESE]! (u, v, a + da), 
z = ¢ (u, v, a + da) 
dargestellt, und es werde zwischen den Argumenten u, v und u, © 


ein solcher Zusammenhang hergestellt, dass der Punkt (z, y, 2) 
auf der im Punkte (x, y, z) errichteten Normale der Fläche © 


Ep ò (E, n, £) 
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liegt. Dafür ist es nothwendig und hinreichend, dass die drei 
Gleichungen 

@— s) Y—@—y)X=0, 
(87) (F — y ea E E, 

(z — 2) X—(@—4s)Z=0 
bestehen. Bei den vorausgesetzten Eigenschaften von E, HE 
karn man ferner entwickeln 


(38) = @— t) iuta F Eu (u — u) + & O = v) 
+ [ôa, ù — u, v — vla = 0, 

nebst analogen Gleichungen für y und z. Stellt man diese 
Gleichungen, wenn z. B. Z von Null verschieden ist, mit der 
zweiten und dritten Gleichung (37) zusammen, so hat die Func- 
tionaldeterminante der linken Seiten nach den Argumenten 
Ù, ©, T, Y, 2, wie man leicht sieht, den von Null verschiedenen 
Werth Z VEG — F®, und man erhält fra — wo —u,2—x, 
Y — Y, 2— z Entwickelungen von der Form [da]. Sodann sei 

gz— g =vX, yJ—y=vYJ, 2—2=vZ, 
so dass v der Abstand der Punkte (x, y, z) und (7, %, Z) ist, 
positiv oder negativ genommen, je nachdem die Richtung n vom 
ersten dieser Punkte zum zweiten führt, oder umgekehrt; multi- 


plicirt man dann die Gleichung (38) und die ihr analogen mit 
X, Y, Z und addirt, so ergiebt sich, 

da o (é, n, £) ER RR ETEN 
TERE - — F2 ð (u, v,a) TU = V: EG — F? Hitaj 


und hieraus folgt 
nE da=o òy ta=0 
(39) 28a ða = o X, da oa = T] Ja da = v Z, 


wobei gesetzt ist 


(40) MI UREDE I SUR 
yEG— F? 
Nun bestehen, da der Punkt (z, y, Z) eine Extremale beschreibt, 
die Gleichungen. 
PeO; 
wenn man 7%, Y, Z durch Z, y, 2 ersetzt; man kann sie daher 
nach da differenziren, und erhält so z. B. die Gleichung 


oP oz oP ox, oP 0% 


er ox oda a O2. 00a A E Ol, òda Be 


— 0, 
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wobei in den Ableitungen nach òa diese Grösse den Werth Null 
hat. Da nun das Zeichen ð:ðða denselben Operationsregeln 
unterliegt wie das Variationszeichen ð, insbesondere wie dieses 
mit dem Zeichen der Differentiation nach u und v vertauscht 
werden kann, so kann das erhaltene Resultat (41) auf Grund 
der Gleichungen (39) in folgender Weise ausgesprochen werden: 
es besteht die Gleichung 

rn, 
wenn die Annahme 
(42) dc = oX, dy=oal, =oZ 
bei der Bezeichnung (40) eingeführt wird. Alsdann kann die- 
selbe Argumentation für die Ausdrücke Q und R durchgeführt 
werden, und es folgt die Gleichung 


XöP+t YIQ+ZIR=0, 


deren linke Seite bei der Annahme (42) in den Werth 2 über- 
geht. Damit ist gezeigt, dass die Grösse (40) ein Integral der 
Differentialgleichung & — 0 ist, und zwar offenbar ein auf der 
ganzen Fläche © von Null verschiedenes. 

Wenn daher aus der Existenz eines Integrals der Gleichung 
2 — 0 von der angegebenen Beschaffenheit auf die Existenz 
eines auf der Fläche © nicht verschwindenden, mit stetigen 
ersten Ableitungen versehenen Integrals der Gleichung (35) oder 
(43) Q — yo = 0 
bei hinreichend kleinen Werthen von |y| geschlossen werden 
kann, so ist das oben definirte Extremum unter folgenden Be- 
dingungen gesichert. 1. Das Extremalenstück S kann mit einem 
Felde umgeben werden; 2. die Form y (k, T) ist auf der Fläche 
© überall definit. 

Der angedeutete Schluss bezüglich der Gleichung (43) kann 
in voller Strenge gezogen werden, wenn bei angemessener Wahl 
der Parameter u, v 
0? 0 020 
eT a G y (k, D) = k? + l2, 
und ©, auf der Fläche © regulär und negativ ist; dies trifft 
nach $ 67 bei den Minimalflächen zu. Alsdann kann man an- 
nehmen, dass auch die Grösse ®, — y auf der Fläche © 
negativ ist, und folgenden Satz von Schwarz anwenden. In 
dem der Fläche © entsprechenden Gebiet U ($65) sei die Grösse 


Q = v — 
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p regulär und positiv; ø sei eine im Gebiet U mit ihren ersten 
Ableitungen stetige, am Rande desselben, aber nicht überall im 
Inneren verschwindende Function von u und v. Setzt man dann 
Mn == ji py2dudv, Ji = ff dudv (på + 92), 
u u 

so hat der Quotient Jọ: Jı ein bestimmtes endliches Maximum c. 
Wenn c ein echter Bruch ist, existirt ein stetiges, mit stetigen 
ersten Ableitungen versehenes Integral der Gleichung 

020 020 

ou? Beh er rien, 
welches auf dem Gebiet U überall von Null verschieden. ist. 

Aus diesem Satze folgt zunächst, wenn p = — 1 gesetzt 
wird, dass das Verhältniss 
ff p:dudv Sji (på + 93) dudv 


u u 


ein bestimmtes, endliches Maximum m hat, bei jeder Wahl der 
Function ọ also in der Form um geschrieben werden kann, 
wenn u der Ungleichung 

0<usl 
genügt. Setzt man sodann p = — ®, und p = — ®, + y, 
und bezeichnet die zugehörigen Werthe von Jọ und ce durch die 
Suffixe 0 und y, so hat man offenbar, da J, von p unabhängig ist, 


Joy Joo 
44 un 
(44) y= + rem 
also, wenn y > 0 

Joy Joo 

et et > 

T = J,’ = 
Hieraus folgt 
s) lim o = as 


denn wäre das nicht der Fall, so gäbe es eine solche positive 
Constante y°, dass, wie klein auch y! gewählt werden möge, 
immer Werthe y vorhanden sind, für welche die Ungleichungen 
(46) a a a E S 

bestehen. Für diejenige Function ø, welche dem Verhältniss 
Joy: Jı seinen grössten Werth c, giebt, wäre dann aber der Re- 
lation (44) zufolge 


= = c, — yum, cy — yum < Co Cy — Co Æ yum, 
1 
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was, da y1 beliebig klein sein kann, der ersten Ungleichung (46) 
widerspricht; ein analoger Widerspruch würde sich für y < 0 
ableiten lassen, indem man c, und c, vertauscht. Die Beziehung 
(45) ist somit bewiesen; ist c, ein echter Bruch, so gilt dasselbe 
bei hinreichend kleinen Werthen y von c, und die Gleichung 
(43) hat ein in dem Gebiet U oder auf der Fläche © nicht ver- 
schwindendes Integral. 
Bei den Minimalflächen ist nun, wenn œ — eg gesetzt wird, 
ò? J — (Ji — Joo) £2; 
diese Grösse könnte, wenn c, > l, negativ werden oder ver- 
schwinden, ohne dass œ identisch verschwände. Das ist nach 
dem Obigen unmöglich, 62.J vielmehr positiv, wenn die Gleichung 
Q — 0 ein auf der Fläche © nicht verschwindendes Integral 
besitzt, also speciell, wenn die Fläche S mit einem Felde um- 
geben werden kann. Bei letzterer Voraussetzung ist daher co 
und damit auch c, ein echter Bruch, das Minimum des Flächen- 
inhalts im definirten Sinne also gesichert. 


$ 69. 


Ist das Extremalenstück © mit einem Felde umgeben, und 
entspricht ihm der Werth a — a,, so kann man es, wie leicht 
einzusehen ist, in ein solches Gebiet © einschliessen, dass durch 
jeden Punkt des letzteren eine bestimmte Extremale des Feldes 
hindurchgeht, die Grösse a demnach als eindeutige Function des 
Ortes angesehen werden kann. 

Wir vergleichen nun & mit einem Flächenstück T, welches 
ganz im Gebiet © verläuft, und mit © die Randlinie ©, sonst 
aber keinen Punkt gemein hat, so dass «a — a, für die ganze 
Fläche T von festem Vorzeichen, etwa positiv ist, und sein Maxi- 
mum mit dem Werthe a, — a, erreicht. Jede Extremale des 
Feldes, für welche æ zwischen a, und a, liegt, schneide die 
Fläche T in einer geschlossenen Linie @,, welche das Extremalen- 
stück ©, umgrenzt, die Fläche T aber in die beiden Theile T? und 
Ta zerlegt, deren letzterer an die Randlinie & grenze; offenbar 
reducirt sich T,, auf die Linie €, T,, ist mit der ganzen Fläche 
©% identisch. Bildet man daher, indem man an dem Zeichen 
J das Integrationsgebiet in Evidenz setzt, die veränderliche 
Grösse 
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W (a) = J (€a) + J (Za), 

so hat man 

W (a) = J (Sa) = J (S), W (01) = J (Za) = J (3), 

W (a) — W (ao) = J (Z) — J (6). 

Ist letztere Differenz von festem Vorzeichen, so liefert die Fläche 
© gegenüber allen Flächen T ein Extremum des Integrals J; 
offenbar wird dies dann eintreten, wenn das Differential d W (a) 
einen Sinn und festes Vorzeichen hat, und die Function W (a) 
solche Stetigkeitseigenschaften besitzt, dass aus dem Vorzeichen 
des Differentials der gewöhnliche Schluss auf das Wachsen oder 
Abnehmen der Function gezogen werden kann. Wir unterlassen 
eine genaue Festsetzung der Eigenschaften der Fläche T, welche 
der Grösse W(a) die angegebene Beschaffenheit verleiht; man 
sieht leicht, dass dies jedenfalls dann eintritt, wenn T aus einer 
endlichen Anzahl regulärer Flächenstücke zusammengesetzt ist. 

Nun ist offenbar 


(47) dWla) = J(Sara) — J (Sa) + J Zara) — J (Ta); 

können wir, was wir wiederum nicht allgemein beweisen wollen, 

©.+a. im Sinne des § 63 als Variation von ©, ansehen, so ist 
dJ (Sa) = ÒT = | (Udv — Van) 


Ca 


— | dt 1@.,82 + D, òy + D- 02) d 


Ca 


— (8,82 + Oni + 9,30) a 


wobei die Integration denselben Sinn hat wie in $ 63. Die Diffe- 
renz J (Tapaa) — J (Za) kann ferner angesehen werden als das 
Integral J, erstreckt über den Streifen der Fläche T zwischen 
den zu a und a + da gehörigen Extremalen des Feldes; nimmt 
man daher für ¢ die Bogenlänge des gemeinsamen Randes der 
Flächen ©, und ZT, und bezeichnet durch ø die Breite des 
Streifens, so kann man, da YE@ — F? dudv das Flächen- 
element ist, setzen 


dJia) = | dt.o 
Ca 


wobei der Zeiger 0 andeutet, dass die betreffende Grösse sich 
auf das Element der Fläche T bezieht. Um 6 zu bestimmen, 


©) 
VEG’ — N 
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bezeichnen wir, wie früher, durch X, Y, Z, X°, Y°, Zo die Rich- 
tungscosinus der Normalen der Flächen &, und Ẹ, durch 0’ die 
Richtung einer zur Curve ©, senkrechten, nach dem Inneren der 
Fläche T? hinein gerichteten Tangente der letzteren und nehme 
dabei diejenige Normale n° der Fläche Z, welche zu den Richtungen 
wachsender ¢ und 6’ ebenso liegt, wie die Axe 4 z zu den Axen 
+ x und + y; dann ist 

o — ôx cos (o'x) + Öycos(6’y) + ô z cos (0'2), 

0 = X’ cos (6'x) + Y° cos(o'y) + Z cos (0'2), 
und wenn das Zeichen d den Fortgang auf ©, in der Inte- 
grationsrichtung bedeutet, 

0 = cos (o'x)dæ + cos (o'y)dy + cos (0'2) de. 
Löst man die letzten beiden Gleichungen nach den Grössen 


cos (6'x), ... auf, so erhält man bei der festgesetzten Orientirung 
der Richtungen n° und 0’ 


’ dg dy 
caslar) = n E Zo A 
öxz Ööy Öz 
(48) dt = | 8-2 
dx dy dz 


Mit diesen Werthen ergeben die obigen Differentialformeln 
— d W (a) = | (Da, òx + D,,ðy + Dòz) du 
Ca 
i [òx òy òz | 
— (D, ôx +D, 0y + D, 02) du — -H K P Zo | 
A E a T Au FA 


— dW(a) = | 8dt, 
Ga 


? 


wobei gesetzt ist 


(49) & en (®,,0x — D, ôy m ®,,dz) ay 
x y z 
dv po a. 
D 8 Di oyt 9,82) — r na - 
(Da 0r + Dy OY + D 2) dt E? Go — F° F° dx dy dz 
dt dt dt 


Das Vorzeichen dieser Grösse ist in manchen Fällen fest- 
zustellen, z. B. in der Aufgabe XIV. Hier hat man nach (10) 
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‚dx y ôz dx öy öz la pige A55 
LSIN ee Z Sre] ; 
Au: T OP a E E 

| Lu Yu uú | | v Yv ae | dt t dt 

dx y Ödz | òx y z 
AA EN. E A 1 - JM ET 
| dx dy dz | dx dy dz 


Die zweite Determinante ist nach (48) positiv; da nun offenbar 
Xoðx + Yoy + Zdz = Xod + Ydy + Zode = 0, 

so ergiebt sich bei der festgesetzten Orientirung der den Zeichen 

d, ö, n? entsprechenden Richtungen 


_ dydz — dady vo tala — amiy 
0 ọ 
ETE dxðy — dyas, 
Q 
wobei ọ die positive Quadratwurzel aus der Summe der qua- 


drirten Zähler bedeutet. Hieraus folgt sofort 
Edt = ọ (XX? + YY’ + ZZ — 1) = ọ (coso — 1), 


wenn ø der Winkel zwischen den durch X, ..., X°, ... bestimmten 
Normalen der Flächen T und ©, bedeutet. Die Grösse Edt 
ist also hier stets negativ, wenn sich die beiden Flächen nicht 
berühren, und niemals positiv; mithin wird auch die Differenz 
J (S) — J(T) negativ sein, wenn nicht etwa überall die Flächen 
Sa und J? in Berührung sind. Sehen wir von diesem Falle ab, 
so ist die Minimumseigenschaft der Fläche © bei den voraus- 
gesetzten Eigenschaften der Grösse W (a) erwiesen. 

Die Grösse & behält, wie die Formeln (49), (48) zeigen und 
durch Rechnung leicht verificirt wird, ihren Werth bei, wenn 
man ein neues System rechtwinkeliger Coordinaten einführt, ohne 
die Orientirung der Axen zu ändern, ebenso wenn man für u 
und v neue Parameter r, s einführt, bei welchen die Normale n 
ihre Richtung beibehält, d. h. die Ungleichung 

6 (r, 5) 


(50) re Ca 


gilt; letztere Festsetzung bewirkt, dass die Integrationsrichtung 
längs der Curven ©, dieselbe bleibt. Fassen wir speciell irgend 
ein Element einer dieser Curven ins Auge nebst den beiden 


Xo 
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p =n D ıh? + 2 ishk 7 Dra k?, fpoph? + 2fpahk + faak? 
immer gleichzeitig definit und von demselben Vorzeichen. Ist 
die Form % speciell für alle Flächenelemente definit und von 
festem Vorzeichen, wie dies z. B. nach $ 66 bei der Aufgabe XIV 
eintritt, so hat & ebenfalls ein absolut festes Vorzeichen, und 
zwar das der Form — %. Ist ferner die Form % nur definit 
in allen Elementen des untersuchten Extremalenstückes ©, und 
weicht die Richtung n° von n hinreichend wenig ab, so sind die 
Differenzen p? — p und g’—gq beliebig klein, ebenso die Grössen 
Pm — P, (m — q, so dass auch für die durch die Richtungscosinus 

ie u le ie a ENA 
N+mr+a N+n+m Nat 
definirte Richtung und das auf ihr senkrechte Flächenelement 
die Form % dasselbe Vorzeichen hat, wie für ein Element der 
Fläche © selbst. In diesem Falle erhält & ein festes Vorzeichen, 
wenn jede Tangentialebene der Fläche T von einer solchen 
der Fläche & hinreichend wenig abweicht. Hierin liegt das 
Analogon der den Fällen a) und b) des $ 16 entsprechenden 
Beziehungen zwischen der Weierstrass’schen und der Le- 
gendre’schen Vorzeichenbedingung. 
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Berichtigungen. 


Seite 5, Zeile 9 v. o. lies $ 1 für $ 2. 


” 
” 


” 


n 


13, 
13, 
18, 


65, 


n 


n 


” 


” 


14 v. o. lies y’ — yo für y — Yo 
6 v. u. lies 4p für dp. 
9 und 14 v. o. lies dt für dx. 


1 v. o, lies 5 für 0. 
m 


5 v. o. lies „Werthe, die grösser als Z sind“, für 
„»Werthe“. 


14 v. u. lies d, für d.. 
12 und 14 v. o. lies w? für w?. 


6 v. o. lies 4 für den zweiten Bruch a3, 
db da 


GABINETWATEMATYCZNY 
Towarzystwa 
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Nachtrag 


zum Verzeichniss der Berichtigungen Seite 312. 


Seite 258, Zeile 1 v. u. lies (65) für (59). 
s ( ll ME E o a E 
> z » 15 ,„ lies „komme“ für „kommen“. 
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